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Des fonctions symétriques des racines des équations-. 

1. On appelle fonction d’une ou de plusieurs quan- 
tités, toute expression composée de ces quantités, ou 

dont la valeur en dépend : x n , — , sont des fonctions dé 
i eue ^ “4“ b 

cc\ ax b . — — - — -d, etc. sont encore des fonction* * 
C x m — f- o£ * 

de x , lorsqu’on regarde lés quantités a et b, c et d, 
comme déterminées ou connues. L’expression axy — by* t 
considérée par rapport aux quantités x et y seules , est 
une fonction de x et y ; les racines d’une équation dé-- 
pendant de ses coefiiciens et de son exposant , sont 
par cette raison des fonctions de ces quantités. . 

Quoiqu’on ne puisse obtenir en général les racines- 
d’une équation que par approximation ou avec des radi- 
caux, il y a cependant des quantités qui dépendent 
de ces racines , et qui s'expriment d’une manière 
rationnelle au moyen des coefiiciens de l’équation pro- 
posée. Les quantités dont je parle sont celles qui renfer- 
ment toutes les racines combinées d’une manière sem- 
a. A - 
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2 . COMPLÉMENT 

blable , soit entr’elles , soit avec d’autres quantités , et 
que pour cela je nommerai fonctions symétriques. 
La somme des racines , celle de leurs produits deux à 
deux, trois à trqis, etc. données respectivement par les 
cocfliciens du second, du troisième, du quatrième, etc. 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On reconnaît en général une fonction symétrique à ce 
qu’elle ne change point de valeur, quelque permutation 
qu’on y fasse entre les quantités dont elle dépend-. 

La raison de ce fait se trouve dans une propriété bien 
remarquable de l’Analyse , et qui est une suite nécessaire 
de sa généralité ; c’est que l’équation d’où dépend la 
détermination d’une fonction quelconque, renferme tou- 

sur l’ordre et la valeur desquelles les conventions n’ont 
rien établi de particulier. 

Les questions suivantes, quoique très-simples, répan- 
* dront le plus grand jour sur tout ceci. 

2. Sil’onse propose d’abord de trouver deusc quantités 

dont là somme soit p , et le produit q. 

< 

En représentant par x et par y ces deux quantités , 
on aura 



jours toutes les valeurs dont cette fonction est susceptible 



en y 



Luuica ico yaicui o uum i-cuc iwulliuu cc 

échangeant, les unes dans les autres , 



les quant 



x P [ d’où on tirera 
•xy—q 3 



x * — px- 4- q — o 

y'—py+q — 0 



les deux inconnues x et y seront les racines d’une même 
équation, parce qu’elles entrent toutes deux de la même 
manière dans les conditions du problème. 

Je suppose maintenant qu’au lieu de chercher immé- 
diatement les quantités x et y , on se borne à demander 
la valeur de leur différence x — y : on l’obtiendra sans 
peine, car en Yertudes équations proposées, on aura 

« 

I 
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+ 2 xy +_y * — p» , 4xy = 4 q ; 

retranchant le second résultat du premier, il viendra 

■ a ‘~ Ta x y+?=rC*—yY=:r—4ç> 

d où 

.« *-y=±\/p'-4q- 

On pouvait, prévoir d’avance cfue la fonction x — v 
aurait deux valeurs , et que par conséquent elle dépen- 
drait d’une équation du second degré ; car rien dans 
I énoncé de la question et dans la manière de la résou- 
dre , n’indiquait qu’on cherchât x — y ou y x £ a 

, ^°" ctl0n +y*> au contraire , dans laquelle il est in- 
diffèrent de changera; en y, et réciproquement, n’étant 
susceptible que d’une seule valeur, ne dépendra que 
d une équation du premier degré. En effet , si de Vémà 

ti°n *“■+■ 2 *y+y a = P a , on retranche celle-ci 
a xy — a q , il en résultera * 

x ^+y'—p' — aq. 

Ces remarques seront d’autant mieux senties , qu’ on sera 
plus habitué à la marche de l’Analyse. 

3. Il est facile de voir que si «, /S , j,, J et , dési- 
gnent les racines d’une équation du cinquième dem é le« 

<* -f Æ 4- y +<T +s 
**+Æ* -f- y 1 + -f. £ » 

<* 3 + /3 3 +y 3 -f-J?-f* É 3 

etc. 

sont des fonctions symétriques de ces racines. Il en serait 
de meme des puissances semblables des racines d’une 
équation d un degré quelconque. Newton a donné des 
formules tres-elegantes pour les calculer sans qu’il soit 
besoin de résoudre l’équation proposée. Ces formules 
qu il ne démontra point, sont de la plus grande impor- 
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4 COMPLÉMENT 

tance dans la théorie des équations;' je vais y par- 
venir d’une manière simple , au moyen de la formule 
trouvée dans le n° 180 des Élemens. 

• 4 . Soitx m +P^- , 4-Q*^+* xm_I - • • + Tx + U -° 

l’équation proposée ; onaurapourle résultatde la division 
de cette équation par x— ordonné par rapport àx, 



<r ra -‘-h*|x m_< ‘4-** |x m '" 3 -f«- 8 
-j-p| +d.P\ +* # P 

+ Q\ 

+ fl 



lx m - 4 . 



P 

- f -** 1-3 Q 
+ct m ~4 fl 



Il est évident que si on divise aussi l’équation proposée 
par x — £ , on aura 



« m —4- & jx m -*+^ a 

+ fll +& 

+ Q\ 



x m ~ s +P 

+PP\ 
+$Q\ 
+ fl f 



. . .+/ 3’"- 1 

fl 
fl 



■ • + 

de même , en la divisant par x — y, on trouvera 



lx m_3 +> 3 

+ fl| +>fl| 

•+■ Ç| +7 Q 

+ fl 



P 

+y m ~*Q 

+y m ~ 4 fl 



+ 



En continuant ainsi, on obtiendra autant de quotiens 
nu’il v a de racines : et pour les ajouter ensemble , on 
représentera par 5, , la somme des premières puissance, 
de. racines, par 5. , celle de leurs secondes puissances, 
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DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 5 

par S3, celle de leurs troisièmes, enfin par S m la somma 
des puissances du degré m ' on aura ainsi 

1S1 = * ~t~ fi -f- y ~h J' ~h * 

S t =** + t* + y + J‘ + 6 * 

- S 3 — a 3 + £* 4. Ÿ + J 3 + 

Sm— + ^«4. ÿ*+ S m + i m . 



À l'aide de cette notation , on trouvera pour la somme 
de tous les quotiens donnés ci-dessus, l’expression sui- 
vante : 





• 


♦ 


-‘+S, |aî»-*+5. 




Sm_A 


*j-mP 1 -j-PS 1 


+PS* 


+ PS m _J 




.-hQS, 


+ QSmJ. 




■+mR 








+ i»r) 






J'observe maintenant que chaque quotient particu- 
lier est le produit de tous les facteurs de la proposée ; 
excepté celui par lequel on a divisé. Le premier de ces 
quotiens,. par exemple, renferme tous les facteurs, 
excepté x — * : le coefficient de son second terme sera 
donc la somme de toutes les racines , excepté * , prises 
avec des signes contraires; celui de son troisième terme , 
la somme de tous leurs produits deux à deux, excepté 
ceux qui seraient formés de la lettre a. , combinée avec, 
chacune des autres : le coefficient du quatrième terme 
contiendrait de même tous les produits trois à trois , à 
l’exception de ceux qui résulteraient de la lettre a., 
combinée avec deux autres quelconques , et ainsi des 
coefficiens suivans. Ce qui vient d’être dit sur le premier 
quotient et pour la letfre ce, aura lien également pas 

î 
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rapport au second et à la lettre /3, au troisième et à la 

lettre y , etc. 

Il résulte de là que le coefficient du second terme dans 
la somme des quotiens , ou- dans la fonction (y^) , est égal 
à (m — 1 ) fois la somme des racines prises avec un signe 
contraire; car si toutes les lettres se trouvaient dans 
chaque quotient, on aurait m fois cette somme; mais 
comme chaque lettre manquera une fois, d’après ce qui 
a été dit ci-dessus, elles ne se trouveront toutes répétées 
que (m — i) fois. On aura donc (ni — i)Ppour le 
coefficient du second terme de (y/) , et par conséquent 

• S,-j-mP=(m — 1 ) P. 

Le coefficient du troisième terme de la fonction ( A ) 
contiendra plusieurs fois les divers produits des racines 
«, $> y, etc. combinées deux à deux; mais chacun 
de ces produits manquera dans deux quotiens : 
par exemple , ne se trouvera ni dans le premier ni dans 
la second ; tous ne seront donc répétés que zre — a fois ; 
et comme leur somme est exprimée par Q dans la pro- 
posée, on aura (ire — a) Q pour le coefficient du troi- 
sième terme de la fonction (y/) , d’où il résultera 

S % + PS, + mQ = (m — a ) Q. 

l.e coefficient du quatrième terme de la fonction (y/) 
sera formé des produits des racines prises avec des signes 
contraires et combinées trois à trois ; mais chacun de ces 
produits manquera dans trois quotiens : — x@>y, par 
exemple, né se trouvera ni dans le premier , ni dans le 
second, ni dans le troisième, tous ne seront donc répé- 
tés que (m — 3 ) fois : leur somme étant R dans la pro- 
posée , (m — 3 ) R sera le coefficient cherché, et on aura 
par conséquent 

Si -f PS, + QS t + mR = (m — 3) R. 



i 
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On peut pousser ces raisonnemens aussi loin que i’oa 
voudra , et on en tirera 

S,-l~mP=Çm — i)P 'i o 

S a ^-PS t -{-mQ=lm — i) ç( ( }’cjù)^ a '^^ , + 2( ?~ 0 
QS ! -f*nt Rz^zÇrn — 3)/i ^ l.?3“p/?,£»-f-Ç.!Si-f-3/fcrro 

etc. J vetc. 

• *x * ) ' j ' 

5. On obtiendra par ces formules la somme des puis- 
sances des racines, tant que l’exposant de ces puissances 
sera moindre que m ; mais rien n’est plus facile que de 
la trouver passé ce terme. En effet , il suffît pour cela , 
comme Euler l’a remarqué , de multiplier l’équation pro- 
posée par x n , il viendra 

x m + n +Px m +*-.+ Qx~*-”—+Rx . .+Tx n +'+Ux n =ei 
mettant successivement a, /S, y, <f, etc. au lieu de x , 
on aura 

...... I 

,m+n+Pa l m+*-,_i_Q d m+*-i_i_fl el m+n-3 ..+T* n +'+U't n = 0 
@m+n _)_p£m+n-x _j_ QÇm+'-i+ftgm+n-S - . + t/jg"= 0 , 

etc. ; - L ■ i s- 

* 

Et en ajoutant ces résultats entr’eux, on conclura de 
la notation adoptée , • .■ ■ . s .• • 

Ç5m +rt _a-f-/îS m+ à— 3- • .+ V Sn’SzQ 

^ * » - * . * • J 

Cette équation se lie parfaitementavecles précédentes,. 

•car en faisant n — o, en, a . ^ 

... -i \ - ‘ . vw- .% f 

S a t= S 0 = + /S“ -f y* -f- S° -f- etc. ; 

et comme «° = î , $°=ï , y° de. î , i 6 == i , etc. il 
suit de là qtie S a égale l’unité répétée autant de fois 
qu’il y a de racines , ou égale m. Par cette observation, 
l’équation ci-dessus dévient 

S m -f PS^ -f- + kSxn-3- .*. + TS 1 + m U~ o , 

4 > . 
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8 COMPLÉMENT 

résultat dont la forme répond à celle de la dernière- de» 

équations du numéro précédent, qui serait 

i *f* QS m— 3 -f~ RS m _±... -f- (m l) T==0. 

Ces équations , dont la loi est facile à saisir , renfer- 
ment le théorème que Newton a énoncé dans son Arithmé- 
tique universelle , et qu'il a appliqué à l'équation 

X* — x 3 — 1 gx 1 -f- 4gx — 3o = o : 

dans ce cas particulier, où P^=. — j , Ç=— îg, 
R = -f- 49 . S — — 3o, il a trouvé 

5, = i, S a = 3g, 5 3 = — 8g, $ + = 723 . 

On trouverait de même . 

Ss = — a84g. 

Il est visible que si Ton multipliait l’équation 

x m -f Px m ~ l 4 - + 7-c-f- U=m 

par le facteur x - ", et que dans le produit 

x -n+m _(_ p x -n+m-l UxT H = O , 

on substituât successivement, au lieu de x, ses valeur* 
et , fi etc. puis qu’on ajoutât entr’eux les divers résul- 
, taTs , on aurait les relations des sommes des puissance» 

négatives. En désignant par S_» la quantité 

et~* -f- fir n -f- et e. il viendrait 

Sm—Ji + W..M... + TS 1 — *1 + US_j, — o. 

6. Avec le secours des résultats du numéro précédent, 
toute fonction algébrique, rationnelle et symétrique des 
racines d’une équation quelconque , pourra s’exprimer 
par les eoefliciens de cette équation ; l’exemple qui va 
suivre , quoique particulier , montrera suffisamment de 
quelle manière la chose doit s’exécuter en général. 

Soient cf , fi et % les racines d’une équation du troisième 
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degré : si on multiplie l’une par l’autre les quantités 
*" -f- & n -f- y"=S I et^-H^-f- y r ~ S?, il en résultera 



tt n +P-\.@ H +P-l-y n -+-P 

-j-* n 0P +*r/3" 4 -<t n yP +*ry n +ë> n yP+ZPy n 






p> 



mais la première ligne du premier membre est égale à 
Siu+p ) et la seconde est une fonction symétrique des ra- 
cines <t , 0 et y , formée en les combinant deux à deux , 
et en les affectant , chacune à leur tour , de l’exposant n 
et de l’exposant p : on aura donc 



4- ^”4 -« V+ *?y n +k n y p +fry n = S n S p —S n + r 

Il est facile de voir qu’en quelque nombre que soient les 
racines x,l S , y, etc. la valeur d’une fonction symétrique 
de la forme a" 0 p -{-etc. sera toujours S„S P — $n+.p, les 
sommes S n S p et Sll+P étant calculées pour le nombre de 
racines que l’on considère. 

En multipliant par l’équation 

précédente, on aura 



ct?+i0P+ +* n +iyP -f* Py n +i 
-f-rtP-Hjg» + a »0J^+ li r*ly'>-j. !t '‘yr+1-t.ÇP+<ty»-l-0«yP+‘l / 

+A‘pPyi+<t a &yP +*P,8y> +xP&y n +^8 n yP -f -a.i0Py n [ 



SnSpSq S n+ pSq. 






Les deux premières lignes du premier membre de cette 
équation étant des fonctions symétriques formées de 
produits de deux lettres, seront, â’ après ce qui précède, 
exprimées respectivement par 

^ P ’ Sn+p- 4 -? et Sp^q S n — S * 
et on en conclura que la troisième ligne, qui est. une 
fonction symétrique formée de produits de trois lettres, 
sera égale à . • 

SpSpSq S a +pSq Sa+qSp Sp+qS n -f- flS, 
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On aurait encore ici, comme dans le cas précédent, uj* 
résultat de la même forme , quel que fût le nombre de» 
racines; ensorte que l’expression ci-dessus est celle de 
toute fonction symétrique composée de produits de trois 
racines. 

y 

Le procédé dont j’ai fait usage pour découvrir le» 
deux formules précédentes est général ; et en conti- 
nuant les multiplications, on parviendra à exprimer une 
fonction symétrique quelconque, qui ne peut jamais 
offrir qu’une suite de termes tels que tt n fiPyi S r , etc. et 
dans lesquels chacune des lettres et, fi, y, etc. se trouve 
affectée successivement de tous les exposans. 

La formule donnée ci T dessus pour l’expression de 
la fonction symétrique & n fiPyi -f- etc. doit être mo- 
difiée lorsque quelques - uns des eXposans n , p, q , 
deviennent égaux. Pour fixer les idées, je supposerai 
qu’il n’y aît que les racines a, fi ,y, S. 

La fonction d n fi^yi -f- etc. composée de tous les ar- 
rangemens possibles des exposans n, p , q , sur les lettres 
«, fi, y, tf, prises trois à trois , renferme en général vingt- 
quatre termes distincts ; mais lorsque deux de ces expo- 
sans deviennent égaux , comme ddns la fonction 

a' fiy -j- a 1 fi -f- etc. elle ne contient plus que dtfuXe 
termes différens , répétés chacun deux fois, et la valeur 
que donne dans ce cas l’expression ci-dessus, est doublé 
de celle que doit avoir l’ensemble des douze termes iné- 
gaux. Si les trois exposans n, p et q devenaient égaux 
entr’eux, ïâ’ fonction «" fi? ÿ*+ etc. ne renfermerait plus 
que quatre tenues différens, répétés chacun six fois, et 
dans cetté hypothèse , il faudrait prendre pour la valeur 
de ces quatre termes le sixième de son expression gé- 
nérale. ■ ■■/>.!' 
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DES ÉLÉMENS D' ALGÈBRE. 

Toutes les fonctions symétriques sont susceptibles do 
semblables réductions lorsqu’il y a égalité entre quelques- 
uns de leurs exposans ; en comparant leur forme réduite 
avec leur développement général , on verra facilement 
par quel nombre il faut diviser l’expression que donne 
pour ce dernier la méthode ci-dessus. 



Les fonctions fractionnaires ne doivent pas faire un 
article à part , car lorsqu’elles sont symétriques , il en 
résulte, après qu’on leur a donné le même dénomina- 
teur, une fraction dont les deux termes sont des fonc- 
tions symétriques et entières. La fonction 



— I K + h—, par exemple, conduit a 

y y (Z @ * 1 r> 



, résultat dont 



<*■*$ -f- et Æ 3 -4- et‘ y -f A -f g 

<tfiy 

le numérateur et le dénominateur sont des fonctions 
symétriques. Plusieurs Géomètres se sont occupés spécia- 
lement de ces recherches, et Yandermonde, en parti- 
culier, a imaginé une espèce de signe, ou un algorithme, 
au moyen duquel il a construit des formules générales 
qui donnent immédiatement l’expression d’une fonction 
symétrique quelconque. Ceux qui seront curieux de con- 
naître ces formules, pourront consulter son Mémoire 
( Acad, des Scienc. ann 1771 ). 



7. Si on avait une fonction dans laquelle* il n’entrât 
que quelques-unes des racines de l’équation proposée , 
on pourrait encore , à l’aide de ce qui précède, parvenir 
à former la nouvelle équation dont elle doit dépendre- 
Qu’il s’agisse , par exemple , de déterminer la somme de 
deux quelconques des racines de l’équation générale du 
troisième degré ; comme il n’y aurait pas de raison pour 
représenter cette somme par et- f -/3 plutôt que par st-f -y , 

» 



V 
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COMPLÉMENT 
ou par 8 -f- y> ces trois expressions doivent être regar- 
dées comme autant de valeurs dont elle est susceptible : 
elle dépendra par conséquent d’une équation du troi- 
sième degré, ayant pour racines «-f-jôjZt-f-j-etÆ-f-^, 
et qu’on formera en égalant à zéro le produit des facteur* 

*—(* + ! S), *—(*+>), *— (£+>)■ 

En effectuant le calcul , on trouvera 

(** £ + */3» + A'y + J ■ 0 » 

les coefllciens des différentes puissances de z dans ce ré- 
sultat, sont des fonctions symétriques, dont on trouvera 
facilement l’expression, et les valeurs de l’inconnue z 
seront aussi celles de la fonction cherchée. 

L'équation générale du troisième degré étant repré- 
sentée par x 3 -f- j P ar* -f- Qx -f- /î = o-, on aura 

* + £ -f -y — — P • 

<*■' -f + y* + 3*0 -4-3sty -f3 8yz=P* -f Q , 

«t at a /3 + CL p + é*y + «y -f /S*}, + /S y = 5.S,— 5, ; 

mais on a par les équations du n° 4 , 

S,=—P, S,=P‘—aQ, S 3 =— P 3 + ZPQ— 3R, 

et de plus 

— a, 8 y z=z R : 

il viendra donc 

—(ct ! ‘l2+*£*+ l t 1 y+cLyi+py+ &y')—. 2 *&y=P Q—R , 
et en dernier résultat , 

z’-f-aPz’-K^-f-Ç^H- — R = o- . 

Cet exemple fait voir que pour trouver l’équation d’oà 
dépend une fonction quelconque des racines de la pro- 
posée , il faut faire dans cette fonction toutes les per- 
mutations possibles entre les lettres * } 8, y, <f,etc. et 
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DES ÉLÉMENS D* ALGÈBRE. # l 5 
désignant par <t , (&' , y , etc. les différens résultats ob- 
tenus ainsi , on égalera à zéro le produit des facteurs 
z — a! , z — jS' , z — y , z — S' , etc. Les coefiiciens des 
puissances de z dans l’équation à laquelle on parviendra, 
étant des fonctions symétriques des quantités <*■',&, y t 
y , etc', qui renferment entr’elles toutes les combinaisons 
qu’on peut faire des quantités &, ) 3 , y , «T, etc. dans la 
fonction cherchée, seront aussi des fonctions symétriques 
de ces dernières , et pourront par conséquent s’exprimer 
sous une forme rationnelle par les coefiiciens de l’équa- 
tion donnée. En effet, il est facile de voir qu’aucune des 
fonctions symétriques de , 9 > , y' , y , etc. ne peut 
changer de valeur , de quelque manière qu’on permute 
entr’elles les lettres *, (Z, y, <P, etc. et cette invariabi- 
lité est, ainsi qu’on l’a vu plus haut, le caractère essen- 
tiel des fonctions sjunétriques. 

8. En renversant les expressions de S, , S «, 5 j, etc. 
données dans le n° 4, on obtient les suivantes : 



•T— 

p = - 


t -r x j - ' . . ' * T v.H • 

5,, 


0 — 


PS> + s 


< — 


2 


/?=— 

etc. 


Q Si -f- P Si -f-Sj 


. 3 



par le moyen desquelles on peut trouver les coefiiciens 
P , Q , R , etc. d’une équation ‘-f-etc-=o , 

lorsqu’on connaîtra les sommes S , , S» r £3 , etc. des puis- 
sances de ses racines. 

' /• 

Ces formules sont commodes pour former l’équation 
aux quarrés des différences des racines d’une équation 
donnée 208). 

Soit poux exemple l’équation ar’’ — 7 x -f- 7 = o ; dési- 
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gnant P ar <*■, @ , y, les racines de la proposée , il viendra 

{z-0 -&y} = 0 ( D) . 

La somme des racines de cette dernière est 

(*“£)’ + (*->)’ + (/?->)' = 

3 ( ** + -f* y* ) — a (*£ -f- ) = a5» — a Ç, 

celle de leurs quarrés , 

(*—&)*+(*— y)* + (Q—y)*= 

a ( < * 4 -M 4 +> 4 )— 4C et3 ^+ < ^ 3 4-‘*‘V+ tf >' :, +< s 'V+ 1 e >' :î ) 

+ 6(^4- < tV+^v) = 35 4 -45 3 ^+35:; 
celle de leurs cubes, 

(*-/8) 8 + (*->)« + (|3 — ^)*t= 

2(^ 6 -4-/S 6 4-> 6 ) — 6 (a 5 /3-(-ot/3 5 -f-œ 5 5,-f-rtj. 6 -j-/3 a ^-|_jS^ 5 ) 
+ 1 5(a.*/S , +ct‘/2*+tt*y ! ‘+ l ty*-l-/24y 1 +/Z*y) 

—soCxW+cty+ey^Se—GSsS.+iBS^—ioS;; 
mais on trouvera par les formules du n° 4 , 
<S I =o,5 a =:i4, >? 3 =— ai ,5 4 =g8, ^ 5 ~ — 245 , 5g =833; 

nommant donc fu le* sommes rapportées ci-des- 
sus , on aura 

/.=4*> ./» — 882 , /j = 1 866g ; 
et comme il existe entre /],/„/,, et les coefficiens 
p, q,r, les mêmes relations qu’entre S„ S„ S 3i etc. 
et les coefficiens P, Q , R, etc. on aui# encore par les 
formules citées plus haut , t 






et par conséquent l’équation (D) deviendra 
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z 3 — 4 2**4441 z— 49=o, 
comme’ dans le n° ao8 des Élément. 

g. La théorie de l’élimination , dans les équations à 
deux inconnues, dérive d’une manière bien simple de 
celle des fonctions symétriques, exposée dans les articles 
précédens. 

Soient les deux équations 

x m - f- +Rx m ~ 3 ... +Tx+P=o — (i), 

x" Q'x— t +/i'x n - 3 . . . + Y'x+Z'= o ... (a) ; 

le moyen qui s’offre le premier pour chasser x de ces 
équations, consiste à prendre dans l’une d’elles la valeur 
de x , pour la substituer ensuite dans l’autre. Supposant 
donc que l’équation (î ) soit résolue , et qu’on en ait tiré 
les diverses valeurs x=a, x=fi, x~y , x=<f, etc. 
comme elles appartiennent toutes à la question proposée , 
elles doivent être substituées indistinctement dans l’équa- 
tion (2), et produiront ainsi autant de résultats délivrés 
de x, que l’équation ( 1 ) a de racines : on aura sépa- 
rément 

tt n + P' <**-‘ 4 - ()' «"-'-f-ft' a»- 3 . . .4 -Y' a +Z'=o 
fi n 4 - P' t'-'+Q' p-*+R' jS" -3 . ..-h Y' fi +Z'=o 
y 4 P'y-, + Q' y *-*+R> y n -\ . . 4 y y+ Z’—o 
«! » 4 P' à ’ , ~'+Q'è r '- a +R’ j »-3. . .4 Y' à -j-z'—o 
etc. 

Aucune de ces équations, considérées en particulier, 
ne peut être larésultante'cherchée ; mais cette dernière 
doit les comprendre toutes , et avoir lieu en même temps 
que chacude d’elles , condition qu’on remplira en le$ 
multipliant entr’elles , et en égalant le produit à zéro , 
puisque ce produit deviendra identiquement nul , quand 
l’un quelconque de ses facteurs s’évanouira : on voit de 
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H 

plus qu’il ne changera point, quelque permutation qu’on 
fasse dans l’ordre des quantités <t, /3, y , <f, etc. qui con- 
courent toutes de la même manière à sa formation ; il ne 
renfermera donc que des fonctions symétriques de ces 
quantités , et pourra par conséquent s'exprimer ration- 
nellement par les coeRiciens de l'équation ( 1 ). 

Si les équations (i) et ( 2 ) ne renferment que deux 
inconnues x et y, et sont du même degré par rapport 
à l’une que par rapport à l’autre , l’équation finale en y 
ne s’élèvera point au-delà du degré mn. En effet, la 
sommedes exposansde.rttdey' , ne pouvant surpasser/» 
dans chaque terme de l’équation ( 1 ), y ne se trouvera 
qu’au premier degré dans P , au deuxième dans Q , au 

troisième dans R\ au ( m — 1 y m ‘ dans T, et enfin 

au m im ' dans U. En examinant la composition des équa- 
tions qui donnent S, , S», S 3 , etc. (4) , on verra que 
Si , ne pourra être que du premier degré en y , Si du 
deuxième , etc. A l'aide de ces remarques , on concevra 
facilement que l’exposant dey' dans une fonction symé- 
trique quelconque a" Q? yi i r , etc. (6) ne surpassera 
point le nombre re+p-j-q-f-r-f- etc. qui marque le 
degré de cette fonction : on pourra donc regarder les di- 
verses paissances de «t , /S, y } $ , etc. comme des fonc- 
tions de y du degré marqué par l’exposant dont elles 
sont affectées. Mais dans l’équation ( 2 ) , la somme des 
exposans de x et y n’étant jamais plus grande que n , 
P* sera du premier degré en y-, Q' du second, R' du 
troisième, Y' du ( n — 1 y m ‘ , et enGn 7J du n imr \ tou9 
les termes des équations (3) pourront donc aussi être 
regardés comme des fonctions de y du degré n au plus. 
Maintenant si on fait attention que chaque terme du 
produit des équations (3) aura pour facteurs un nombre 
m de termes de ces équations, on sera convaincu que y 
. ne 
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ne pourra s’y trouver affecté d’un exposant supérieur 
à mn. 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
mens précédens, à cause deleurgrande généralité, feront 
bien de développer le produit des équations (3) dan» 
quelques cas particuliers. 

jo. Pour éclaircir ce qùi précède , je vais en faire 
l’application aux deux équations 

x*-f-Px-f- Q= o, x* + P'x-4-Ç / =o (Elém. i88)i 

u. et fi étant les racines de la première , on aura , en les 
substituant dans la seconde , 

*“-f-P'*-f Q' = o, |8*+P^ + Ç , =Ô. 

Le produit de ces deux équations sera 
c.'P+P' (.*&+*' fi) +P' l *fi+ Q' (*‘+fi a ) +P' Q' (*+fi) + Ç»=o ; 

mais et* fi*=zQ* , <t fi* -f- <t*fiz±xfi ( = — P Q 

à? + /3 a =P* — 2 Q —— P. 

A l’aide de ces valeurs , le résultat ci-dessus devient 

“ÇÇ 1 + <?‘ + P'Q r — PPQ ) 

4 . / y » q—ppq j 



ou , comme dans le numéro cité des Elémens , 

(Q-Q r y + (PQ'-P' 9)(P-~P')=o. • 

fteniplaçant les lettres P et P' , Q et Q' par les quan- 
tités qu’elles représentent, on aura l’équation finale eny. 

11 . La théorie des fonctions symétriques trouve aussi 
son application dans les équations à plusieurs inconnue». 
Soient par exemple deux équations contenant les incon- 
nues x et y ; si on désigne les valeurs de x par 

m, fi, y, S, etc. 

a. ' B 
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celles de y par 

*',P, y', y, etc. 

ensorte que P corresponde à a . , P à Æ, et ainsi de suite, 
toute fonction de ces quantités qui demeure la meme 
lorsqu’on y change un grouppe de valeurs dans un autre 
et réciproquement , comme par exemple « et P en $ et P, 
puis et P en * et et' , est symétrique et peut s’obtenir 
rationnellement par les coefliciens des équations pro- 
posées : telle est la fonction 

u pctf ? ' 4- pp? -f- yy? 4- y y? , 

en ne supposant que quatre valeurs à chacune des in- 
connues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps, pour obtenir 
ces fonctions, un moyen, qui d’ailleurs s’offre presque 
de lui-rfiéme : c’était de faire y? —t , et d’éliminer 
x , ety entre cette équatiou et les proposées. La ré- 
sultante en £ ayant pour racines les diverses combinai- 
sons 

a? a !? , PP? , yy'? , etc. 

le coefficient de son second terme serait un nftnbre 
équivalent à 

— ( afp? -f- PP? -f- y y'? 4. etc. ) . 

Ce procédé exigeant qu’avec les équations proposées on 
en combine une autre où les inconnues a:, et y passent le 
premier degré , jette dans les embarras de- l’élimination 
entre trois équations à trois inconnues , lorsqu’il s’agit 
d’équations qui n’en contiennent que deux. M. Poisson, 
professeur d’analyse à l’École Polytechnique, a imaginé 
un artifice qui sauve cette difficulté. 

Il fait t == x -f- Ay , A étant un coefficient indéter- 
miné quelconque. Si l’on tire de cette équation la va- 
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leur de x ou dej', celle de x, par exemple, qui est 
t — Ay , pour la substituer dans les deux équations 
proposées, les résultats en t et^, seront encore du 
même degré ; et si on élimine^, l’équation finale en t, 
aura pour racines les diverses valeurs que prend la fonc- 
tion x -f- Ay , lorsqu’on substitue aux inconnues, chaque 
grouppe de leurs valeurs correspondantes, savoir: 

•t+Ax, (i+AP, y+Ay' f+AS' ,e\c. 

La somme des puissances semblables de ces racines , 
©u la fonction 

(.*+A*.y+(Q+APy+(y+Ayy -f- etc . * 

sera exprimée par une fonction rationnelle des coeffi- 
ciens de l’équation en t, qui ne contiendront que ceux 
» $ de9 proposées, et la lettre A ; mais la première de ce* 

fonctions se développant ainsi qu’il suit 

x r + x’-'x' rA-\- x r —x x r(r — 1 ) y^-f-ete. 

. + |S' + ,. a 

. +y+y~y +y~y* 

-f- etc. 

ne renferme qu’un nombre limité de puissances entières 
et [positives de^ A , multipliées par des coefficiens qui 
sont indépendans de cette lettre , que d’ailleurs rien ne 
détermine ; il faut donc que la valeur de la même 
fonction puisse se développer aussi dans la forme 
a-\-bA -f- cA*-\-e te. 

a, b, c, etc. désignantdes quantités connues; et qu’on 

ait séparément . ... y 

x'-i-^ r -f-y-f-etc.=xa * 
r(x'~ '/S' -f- y r ~ etc .)= b 

y-y- -f etc.) = c, * 

«te. 
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équations qui feront connaître les fonctions symétrique/ 
de la forme 

-f- etc. 

dans lesquelles p-\- p'r=r. 

Si on multiplie la précédente par 

a.**'*' -f pü'i' ■+ etc. 

le produit 

«Pa't’W 1 ' te. - • 
comprendra deux fonctions symétriques, dont la pre- 
mière s.e déduira de *’’*>' +etc. enchangeantpenp-f-c/,. 
etp' en// -f-q' ; on déterminera donc la seconde, et en 
s’élevant ainsi de proche en proche , comme on l’a indi- 
qué à l’égard des équations à une seule inconnue, dans 
le n° 6 , on obtiendra la valeur des fonctions symétriques " 
les plus générales: on peut voir la loi de léur forma-» 
tion dans les Meditatwnes algebraicœ de Waring , 

(page aa5). 

12 . Il est facile d’étendre ce qu’on vient de lire, à 
un nombre quelconque d’équations contenant un pareil 
nombre d’inconnues. 

Pour trois équations en x, y, z, par exemple , on 
prendra 

t-=x-\-Ay + Bz, 

et substituant à ±, la quantité t — Ay Bz, A et B 

étant des nombres quelconques , on éliminera y et z , 
entre les résultantes, c’e qui conduira encoie à une- 
équation ci» t , dont les racines seront 

ct-f- A*' -f- Bo." , $ -f- A$ -f- B& \ etc, 
si on désigne par 

a (2, y, <T , etc. 

• g •- y, i\ étcé'- /■ 

r, y , y 



Digitized by Google 




DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. ai 

les valeurs correspondantes des inconnues x , y et z. 

La somme des puissances r de ces racines , que je 
représenterai par S r (<t -f* A et -\-Bet"'), s’exprimant 
d’une manière rationnelle au moyen des coefficient 
de l’équation en t, si on la développe ainsi que’ sa 
valeur, suivant les puissances et les produits des lettres 
A et B , qui doivent rester indéterminées , la compa- 
raison des termes semblables par rapport à ces lettres , 
donnera les fonctions de la forme 

<t r -|-£ r -f-y -f- etc. 

4. y-y -f etc. 



a?*'? et" r" -f fa iVp'r" -f yy'f'y"r" 4. etc. 
dans lesquelles on a p -f-p' -f-p"=r. > 

Par la multiplication de celles - ci , en composera 
celles de la forme 

«Pst'f’' + etc. 

i 3 . Au moyen de ce qui précède , on parviendrait à 
l’équation d’où dépend une fonction donnée des incon- 
nues x, y , z, en formant dans cette fonction toutes les 
combinaisons possibles des valeurs correspondantes des 
inconnues, comme dans le n° 7. Mais l’objet principal de 
ces recherches , est d’étendre à l’élimination entre un 
nombre quelconque d’équations , le procédé du n* 7 , et 
d’en conclure la démonstration de la proposition géné- 
rale, énonoée dans le n° h 96 des É /émeus. 

Pour cela, soient 4 équations complètes, de degrés 
quelconques, renfermant les inconnues x , y , z et u : si 
entre les 3 premières on élimine alternativement^ et z, 
x et x et y , on aura trois résultats en 

«et u, _yetn, set u. 

3 • 
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Ces dernières équations seront en général toutes trois du 
même degré, puisque les équations proposées étant 
complètes, chacune des inconnues y entre de la même 
manière que les' autres; désignant donc par n le degré 
des nouvelles équations , et concevant qu’elles soient 
résolues, on tirera de la première , pour x, n valeurs 

&>y, etc., 

de la seconde , poury, n valeurs correspondantes 
• & » y ' . «P, etc. 

de la troisième , pour z , n valeurs correspondantes 

, y" , f* , etc. 

En substituant ces valeurs dans la quatrième équation 
• proposée, que je représente par 

(x,y,z,w) m = o, 

m étant l’exposant de son degré , on formera les équations 
particulières ’ 

(*, n! , a " , u) m = o, 

(/8,/M",*r=o, 

(>. >'» >"> “.)■' 35 o, 

etCi 

dont le nombre sera n , et auxquelles doivent satisfaire 
les diverses valeurs de u; on conclura de là , comme dans 
le n* la, que l’équation finale en u résulte du produit 
(*, i *)» (0, | 0 *, u)” ( y , y', y H , n)" etc. =o, 

comprenant n facteurs. 

Il ne renferme que des fonctions symétriques des 
valeurs des inconnues x, y , z, puisqu’en y changeant 
un grouppe quelconque de ces valeurs dans tout autre , 
®n ne fait que changer l’ordre des facteurs'. On peut 
donc exprimer ce produit d J une ' manière rationnelle 
au moyen Ses coelficiens des trois premières équations 
proposées. 
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On remarquera d’abord que chacun de ces facteuTs a 
pour premier terme u m , et que par conséquent le pre- 
mier terme du produit sera u mn : Dans tous les autres 
termes , l’exposant de u ne peut pas non plus s’élever au- ' V 

delà de mn -, car la somme des exposans des lettres x ,y , 
a et u, dansl’équation (x y y, z, u) m = o, ne pouvant passer 
le degré m, celle des exposans des lettres a, a , etc. 

P , @ etc. y , y, etc. et u, ne pourra surpasser mn 
dans le produit, et l’expression des fonctions symé- 
triques qui composent les différens termes, ne peut 
s'élever au de-là de leur degré. En effet, l’équation ent 
du n° précédent ne peut monter plus haut qué le degré 
le plus élevé des équations entre l’une quelconque des 
lettresx, , z, et la lettre u\ et si on la représente par 

u r=s£o, 

h ne passsera point le premier degré dans P , 

le second dans Q , 

le n imc dans U : 

A i" ‘ *. 

les fonctions de la forme S r ^A+Aa! B a") ne com- 

prendront par conséquent aucun terme où l’exposant 
de u surpasse r, puisque leur expression sera celle de 
la fonction S r dans le n° 4- Il suit de-là que téàte fonc- 
tion de la forme • 

a? a 'pV?» -{_ -f jetc. 

ne pourra s’élever au-delà du degré p -f- p' -f- p", et 
que dans toutes les autres fonctions symétriques dé- 
duites de la multiplication de ces dernières S’ex- 
posant de la lettre a , ne passera pas celui qui marqua 
leur degré , ainsi qu’on l’a affirmé plus haut. 

Il n’y aura donc eufin dan» le produit 
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(*,*',*" u) m u) m (.y, y', y", u) m etc., 

aucun terme où la lettre u passe le degré mn. 

Ces raisonnem'ens peuvent être facilement modifiés 
pour ! un nombre quelconque d’équations.; et connue 
on a déjà vu que pour deux équations à deux incon- 
nues, l’une du degré m, l’autre du degré n, l’équation 
finale ne monte pas au de là du degré mn; il résulte donc 
de ce qu’on vient de prouver , que pour trois équations 
à trois inconnues, dont les degrés respectifs seraient 
m > n t p, l’équation finale ne passerait pas le degré 
mn X , et ainsi de proche en proche ; donc enfin : le 
degré de F équation finale , résultante de l’élimination 
entre un nombre quelconque d’équations complètes , 
renfermant un pareil nombre d’inconnues et de degrés 
quelconques , est égal au produit des exposons qui 
marquent le degré de ces équations, 

A l’égard des équations particulières qui n’ont pas 
tous les termes compris dans les équations complètes, 
il pourrait seulement manquer aussi quelque terme 
dans l’équation finale, qui par là se trouverait abaissée , 
ce qui ne change rien à l'énoncé du théorème. 

De la Résolution générale des équations. 

r • & * 4 ' À * 

1 4- On a vu ( Elém . i83, note ) que la recherche 
immédiate des racines d’une équation par leurs rela- 
tions avec ses coefficiens, fait toujours retomber sur la pro- 
posée ; mais il n’en serait fias de même si l’on cherchait 
d'autres fcutttÎQwde^m?, et si l’on pouvait trouver 
pendissent d’équations d'un degré 
U proposée : il en résulterait un moyen 
de résoudre celle-ci , comme on va le voir pour les a* , 

Soit d’abord l’équation du second degré, 
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^+pi + ç = o ; 

que u et b représentent ses deux racines : on aura 

a -f- b — — p, a b = q ( Élém. i83 ). 

En cherchant à déterminer a et b par ces deux équations , 
on trouverait en a ou en b une équation semblable à la 
proposée ; mais si , par quelque moyen que ce fut, on 
parvenait à obtenir , entre les racines a et b et les coefR- 
ciens p et q , une seconde équation du premier degré, 
on aurait sans peine la valeur des racines. II faut 
donc que la fonction des racines qui composera cette 
équation soit de la forme la-{-mb\ en sorte qu’on ait 
/a*4~mb=z , /, m et z étant des quantités indéterminées. 

Cette fonction , l a -f- mb, est susceptible de deux 
combinaisons différentes, en y changeant a en b, et ré- 
ciproquement; car on forme par ce moyen les deux com-r 
binaisons /a-j-méet/è-f-ma. Il suit de là et de ce 
que l’on a vu n® 7 , que la fonction / a -f m b ou a 
dépend d une équation du second degré , excepté dans 
le cas où m = /, car alors elle devient l ( a -f- b ) , 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. > ' ■ ■ 

< * \ • , . * » , . \ J' - 4 ‘ 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessaire- 
ment d une équation du second degré , il faut , en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées m 
et ri, faire ensorte que cette équation soit seulement à 
deux termes , afin qu’elle puisse se résoudre par uns 
simple extraction de racine. Or, dans orne équation du 
6 econd degré à deux termes, et qui ne contient par con- 
séquent que le quarré de l’inconnue, les deux racines 
nécessairement égales et 4 e signés contraires; 3 
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#6 

faut donc qu’entre les quantités la-\-mbt\.lb-\-ma, 
qui sont les racines de celle qu’on cherche , on ait la 
relation 

l a -J- m. b = — Ib — ma, 

d’où l’on tire 

/ ( a -f- fc ) = — m ( a -f- £ ), 
et en divisant tout par a -{- b , 
l— — m. 

Cette condition étant la seule à laquelle il faille satis- 
faire pour remplir l’objet proposé , je prendrai , pour 
plus de simplicité , l = — m = I ; la fonction cher 
chée sera donc a — b ,et, suivant ce qu’on a vu dans le 
numéro cité , elle dépendra de l’équation suivante ; 

(z— (a— -b)} { z— -(b— a) } a=0, 

ou , en développant,' 

• - . * 

z 1 — a* — b* -f- 2 ob ~ o : 

or , on a 

a* -f- b* — aab=(a-f-by — /^a b — p % — 4 7 î 
substituant dans l'équation précédente , il vient 

d’où l’on tire . > 

z — ± y/ p*—4q. 

Mettant pour z sa valeur a — b , et combinant cette 
équation avec celle-ci : 

a + b=—p t 
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on en tirera , pour a et & , les valeurs suivantes : 

n - -p + vV— 4? b _zl£ 



37 



vV— 4 <7 



qui sont les mêmes que celles que donne la méthode 
ordinaire. , 

i 5 . Avant d’aller pins loin, il sera utile de faire 
connaître quelques propriétés des racines de l’équation 
y” — i=o, qu’on a considérée dans les Elemens, 
n° i 5 g. 

Soit pour exemple, le cas particulier^ 5 — 1 = 0, dont 
les cinq racines seront désignées par 1 , «*, y et J\ 
En le comparant à l’équation 

y 5 + Py 4 + q y» + n y + Sy -f T = o , 

on trouvera 

P~ o, Ç—o, R~o , S = o, 7 ’= — 1 ; 

et d’après ces valeurs , les formules du n° 4 donneront 

S 1 — i-f-« ■+•$ ~\~y 

^ a — 1 — f- fit 3 -t. “1” -f"^ S D 

<s* 3 = 1 -f -* 3 + •+■ y 3 -f- J s =o 

S 4 1= j -f- ** -f- jS+ -f- yt -f- s*= o 

S 5 =i + e t 5 + 0 5 + y 5 + J5 — 5 

En poursuivant, on trouverait 

^6 — o , -S, — ; o , «Sj — o , .S' g — ■ o ,. 5jo —— 5 , '5n == o, 
et ainsi de suite. 

Posant ensuite y — l’équation^ 5 — 1 =osechange 

pn ^ -r- 1 = o , ou ï 5 — 1=0, et les racines de cette 
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dernière sont 1 , - , 4 , - , -j ; ces expressions ont par 

A c 

conséquent les mêmes propriétés que 1 , * , &, y et <P, 
puisqu’elles appartiennent à une équation entièrement 
semblable à y 5 — 1 = o ; on a donc encore 

’+i + ^+J = ° . 



, 1 , 1 , X , I c 

1 -s +33= 5 

etc. 

Il est facile de voir que les racines de toutes les équa- 
tions de la forme y" — i=o jouissent de propriétés 
analogues à celles qu’on vient d’exposer pour l’équation 
v’’ — i=o, et qui se prouveraient de la même ma- 
nière : ainsi , i , , Q , y , $ , t , etc. étant les racines 

de ]’équation y — i=o, on aura 

Sm= i + a 1 " -f- )/" 4 - “ + »"* *f- etc. = o. 

si tn n’est point un multiple de n ; et la même quantité 
deviendra égale à n, lorsque m sera un multiple de n. 
La quantité inyerse 

, + ^ + jg^+^ + J^ + ^+ etC ‘ 
aura les mêmes valeurs dans les mêmes circonstances. 

Enfin les racines et, /S, y, /, *, etc. peuvent toutes 
se déduire de l’une quelconque d’entr’elles -, et voici 
oomment : «t, par exemple, étantune racine dey" — i=o, 
on doit avoir 

< tt” — 1=0, OU et" = 1 ; 

eu élevant successivement cette équation à la deuxième , 
à la troisième, à la quatrième puissance, il viendra 
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• «*" = 1 , a?” = 1 , = 1 , * 5n = 1 , etc. 

équations qui équivalent aux suivantes : 

(* s )" — i=o, (<t 3 )"— 1 =0, (<t*) " — 1 =0 , (a 5 )’ — i=o, etc. 

d’où l’on voit que * étant une des racines de l’équation 
y" — i = o, autres que l’unité , et*, <t 3 , «*, <t 4 , etc. seront 

aussi des racines de la même équation. • 

% 

Il ne faut pas croire , d’après ce qui vient d’être dit, 
que le nombre des racines de l’équation y* — 1 =osoit 
indéfini ; on trouverait bien , à la vérité , que 

et", a," 4 " 1 , et B+ “, a* 4 " 3 , etc. 

satisfont à cette équation ; mais 

et"= 1 , tt’ H ~‘ = a. n .et — et, tt" 4 "* = et" . et* = et*, etc. 

Lors donc que dans les élévations indiquées plus haut, 
on aura passé la puissance n, les mêmes résultats revien- 
dront , et dans le meme ordre qu auparavant. 

Il suit de là qu’en prenant pour <t l’une quelconque des 
tacines de y n — 1 = o , autres que l’unité , les racines 
de cette équation seront / 

», *> * % > * 3 > *’*~ 1 ; 



et puisque 




on en conclura que 4 -, — sont, dans 

un ordre inverse du premier, les expressions des n — 1 
racines diiféreiltes de l’unité. 



( 




\ 



\ 
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Enfin , en mettant ces valeurs dans celles de 5 m et de 
son inverse rapportées ci-dessus, on aura 

1 -f- a - m + <* 3m . . . . -f- a.(*~ — o ou =n 



1 + Tm + + ' 



,3m 



a (n— l)m 



: O ou — n, 



selon que m ne sera pas ou sera un multiple de ». 

16. Pour appliquer avec plus de simplicité la mé- 
thode du numéro 14 à l’équation générale du troisième 
degré, on la suppose privée de son second terme, ce 
qui lui donne la forme suivante : 



x 3 -{ px+ q — o y 

et par des raisonnemens analogues à ceux du n" 14, 
on cherche à priori une fonction des racines qui ne dé- 
pende que d’une équation du second degré, et qui les 
détermine facilement. La forme la plus simple que l’on 
puisse donner à cette fonction, est la -f- mb -f- ne; 
en y changeant entr’elles les racines n, b, c, elle offre 
six combinaisons differentes; savoir : 

la -f- mb -f- ne, l a me nb , 

Ib -f- ma -f- ne , Ib -f- me -f- na, 

le -f- m a -f- nb, le -f- mb -f- nay 



ainsi l’équation dont elle dépend est du sixième degré. 
Pour faire usage de cette équation , il faut qu elle 
soit résoluble à la manière de celles du second , et qu elle 
ait par conséquent la forme z 6 + Az 3 -f- b = o. Dans 
' cette hypothèse , on en déduira 




et faisant pour abréger, 
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1/ 







B = z">, 



ies trois racines cubiques de l’unité étant i , <t, * a (i5) v 
les six valeurs de z seront 



2 j C(Z y A Z y 2S J Ct Zl y A 2* m 

Si maintenant on prend deux des valeurs de la fonc- 
tion la + mb -\-nc , pour les quantités zl efz", qu’on 
suppose par exemple, 

la mb ne ■= z' , /4 + | P a + nc = !t, i 

on assujettira les quatre autres aux mêmes relations des 
diverses valeurs de s, en posant les équations 

le -f- ma -f- nb = a (/a -f- mi -f- ne) , 
le + mb-^-naz=A (Zi -f- ma -j- ne) , 

Ib me -j- ra a = «t* ( Za + mi -j - ne) , 
la -{• me nb <t 4 (Zi -f- ma -f -ne), 

qui sé forment en comparant deux combinaisons dans 
lesquelles aucune des lettres a, b, c, n’a le marne 
coefficient, et d’où l’on tire, eu transposant, 

(Z — «n )c-f-(m — a Z)a-f-(» — a m)b = o, 

(Z — <*re )c-j-(m — a Z) b -f- (n — a m) u = o , 

(Z — et s m) i -f- (m — « a /i) c-j-(n — a* l) a=o, 

(Z — a a m ) a -f- (m — «“n) c -f- (n — - I ) b o. 

Comme ces équations doivent se vérifier indépendam- 
ment des valeurs particulières de a, b, c, on égalera 
séparément à zéro les coefficiens de ces diverses quanti- 
tés, ce qui donnera entre les inconnues Z, m, n, les 
équations suivantes : 
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/ — tt n = o, m — et /=o, n — « m=o, 

l — 4t’m=0 , m — at* n=o , n — <t 3 l ~ o. 

Si l’on détermine 7 , n», n, au moyen des trois pre- 
mières , on trouvera 

l—ttn, m = ct*n, n = et?n, 

et si l'on se rappelle que <l 3 — î , on verra que ces valeur* 
de / et de m satisfont aux trois équations de la seconda 
ligne ; ensorte que le coefficient n reste indéterminé. 

En le supposant pour plus de simplicité, égal à î , on 
aura les valeurs 

l—<t t m—n % , n=i; 

c’est-à-dire que les ceefficienç l, m , n, seront les racines 
cubiques de l'unité : les valeurs de z' et de z" seront par 
conséquent 

z' — tta -f- a* b -f-c, z e z=nt % a-f- etb -f-c , 

et représentant par z la fonction la-\-mb -f- n c , dont 
le cube ne doit avoir que les deux valeurs z' s etz ffî , il 
viendra ( 7 ) 

{ z s — (sta-j-£* 3 è-f-c) 3 } { z J — (**a-f-«6-f-c) J }=o. 

Ce produit est facile à exprimer , au moyen des coeffi- 
ciens de l’équation x 3 -f- p x-\-q~o -, car après en avoir 
chassé la quantité « , à l'aide des relations rapportée* 
dans le numéro i 5 , il ne contiendra plus que des fonc- 
tions symétriques des racines c, b, c. En ne développant 
pas d’abord les seconds termes de chaque facteur, on 
trouve 

— (zt 3 a-f-«tà-f-c) 3 ) 
mais 

(cta-f (t 3 è-f-c) 3 (* 3 a-j-<t6-f-c) J :=k(<w-f-« 3 &-f-c) (**a-f -*3 -f c ) 3 '\> 

développant 
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développant le produit > 

avec l’attention de substituer 1 au lieu de a 3 , — i au 
lieu de <*-j-£t 2 et de st a -j-ct+ ( i 5 ) , il viendra 

° a — ac — ^ c > 

quantité équivalente à * , ' 

* + * + * 3 £ 

=— 5 p, 

puisque l'équation proposée étant sans second ternis , 
on doit avoir 

a-j-è + c:=o: 

et de là on tire 

( a a + b -f- c ( a 1 a -f- * A + c ) 3 = — 27 p*. 

Faisant ensuite le cube de a. a -f- a?, b -f- c, ainsi que 
celui de et . 1 a -f-tt b -f- c, prenant la somme des résultats^ 
. et mettant i pour a . 3 et pour et 6 , — 1 pour et -f- > 

et a -f- aS et et* -f- et 5 ( 1 5 ) , il viendra 

atz 3 -l*2Â 3 +2c 3 -f* 12 abc 
—3 a a c — 3 a c * — -3 a* b — 3 a b % — 3 b' c — 3 b c* 

expression qui , ne renfermant que des fonctions symé- 
triques , peut être déterminée par les formules du n° 6. 
Avec un peu d’attention , on voit aussi qu’elle est équi- 
valente à 

2 ( a -f- & -f- c) 3 — 9 £ ac X a-\-b + O — C 1 

— j)[aA(a + i+c) — a b c ] 

— 9£èc(a + 6-f-e) — a b c 3 
= — • 27 q. 

On a donc enîin 

z G + 27 q z 3 — 27 p 3 == o , 

1 équation dont les racines désignées ci-dessus par z' et 
s", sont 
a. 
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3 V — iq+ V +;«/% — itf—V */ p'-rW- 

Mais les équations 

z' zzeta-j-^i-f-c, z" = «* a -f- a 6 + c , 

jointes à l’équation a -f- b -f-c=o, résultante de 1 éva- 
nouissement du second terme de la proposée , et au 
moyen des réductions indiquées numéro i5, donnent 



z' + z* 



b = 



a, z -4- <* 2 z" 



a ~ 



<t % z -f- a. z" 



ô ■ “5 ' -- 3 

et si on met pour les quantités z' ,z“ , «, <t*, leurs valeurs, 
on trouvera 

c — —\q+v v iy i*i* 

b — — Izzÿ-l-t/ —lq + ÿ—pP + lf 

_ i ±_0 






i-fV- 

!-✓= 



^ + V ii P 3 + v 9*’ 

3 _ 

K_‘ 7 _ + 



De ces trois racines , la première seule paraît réelle ; les 
deux autres sont sous une forme imaginaire. 

Je reviendrai dans la suite sur ces formules, pour 
faire connaître les diverses circonstances que présente 
fa résolution des équations du troisième degré ; pour le 
moment, je me bornerai à observer “que les quan- 
tités z et z" ayant chacune trois valeurs, puisqu’elles 
désignent des racines cubiques, il pourrait résulter de 
l’emploi successif de ces valeurs trois systèmes de racines 
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œ , b , c; niais celui que j’ai rapporté plus haut est le 
seul qui satisfasse à l’équation 

x s -f- p x-f- q-= o. 

Les deuxautres offriraient respectivement les racines des 
équat.ons x 3 et p x -f- q — o , x 3 -f- a?px -f -q — 6, 
liées à la proposée , de manière à former avec elle , par la 
multiplication, une équation rationnelle du neuvième 
de gré , et qui conduiraient également à l’équation en z , 
obtenue ci-dessus, parce que cette dernière ne contient 
que le cube de p , qui est aussi celui de « p et de «“p. 

Pour distinguer le système des racines qu’il faut em- 
ployer , il suflit d’essayer s’il rend la fonction 

ab + ac-\-b c égale au coefficient de x dans l’équation 
proposée : or les valeurs trouvées ci-dessus donnent 
ab-\-ac-\-bc — — \ z , 
et on a d’ailleurs 

z z,"zr— 3 p. 

17 . Je passe au quatrième degré en désignant para, b t 
c> d, les racines de l’équation sans second ternie 
x*-f-px a -f-qx- 3 -ri=: 0 , 

on cherche encore à trouvar une fonction de ces racines 
qui soit de la forme ka-\-lb-\-mz-{-nd , et qui dépende 
d’une équation moins élevée on moins difficile à résoudrai 
que la proposée. Dans une telle fonction , les lettres 
a, b, c, d, peuvent être combinées de vingt-quatre ma- 
nières différentes , et par conséquent elle doit dépendre 
d’une équation du vingt-quatrième degré ; maison peut, 
en établissant des relations entre les coefficiens indéter- 
.minés h , /, ni et n, réduire le nombre des combinaisons. 
Ensu^posant d’abord k—l , il ne reste plus que douze, 
changemens possibles dans la distribution des lettres 
a , b c , d , et ces changemens se réduiront à six. , si ou 
r ait : la fonction ci-dessus deviendra alors 

•• 

9 



1 1 
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/(a + b) +m(c + t/), 
susceptible de cinq autres changemens, 

/(a-j-c)-f-m(i-f-t/) 

/ ( O -|- çL t •{" TJl ( b -j” c ) 
/(è-f-c)-l-7n(a + <f) 

/ ( b -f- d ) -f- m ( a -f- c ) 

/(c+<0 + ro(a + £). 

On ne peut plus diminuer le nombre de ces combinai- 
sons sans les rendre toutes identiques; mais en posant 
l = — m, on aura les six quantités 

l(a-\-b — c — d), l(c-\-d — a — &) 

/(n-f-c — b — d) , l{b-\-d — a — c) 

l(a + d — b'— c), l(b+c—a — d ) 

Les deux qui sont sur une même ligne ne diffèrent 
que par le signe , ensorte que 1 équation du sixième 
degré, dont elles dépendent, doit avoir trois racines 
positives , et autant de négatives respectivement égales 
à chacune des premières. Cette équation sera donc de 
la forme 

a 6 + AtÏ -f- Bz* -f- C — o ( Elém. 208 ) , 

et réductible au troisième degré, en prenant a“ pour 1 in- 
connu. Mais si, au lieu des quantités 

l(a + b — c—d), etc. 

on prend leurs quarrés, on n aura que tiois fonctions 
différentes, puisque 

p c — rf)~* = Z s (c-f d— a — b )*, 

et ainsi dés autres; et faisant l~ 1 dans ces dernières 
fonctions, l’équation qui doit les donner sera le produit 
des trois facteurs. 



( 
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z — (a-j-b — c — d) % 

! z — ( a -f- c — b — dy 

z — ( a -J- d — b — c )*. 

Or 

( a -f- b — c — dy^= 

o*— f-ô a -f-c a — f— c? 3 — f-aaè — 2 ac — sad — 2 bc — o,bd-\-zcd~^z 
(a-i-b-{-c-+-dy — 4 ac — 4ad — 4^ c — 4^> 

et comme l’équation proposée manque de second terme, 
on a 

o -f* & ~f* c -j-d^z o , ' 1 

d’où 

c — d) 5 :c= — ^ac— /^ad—~ ^b c— ^b d\ 
mais puisque , d’après la composition des équations , 
p = ab + ac + ad-i-bc-l-bd-{-cd, 
il en résultera 

— ~4 oc — 4ad—~4bc — 4bd~-'—4p + 4ab+4cd: 
donc enfin , 

(a + 6 — c — dy — — 4p 4ab + 4 cd. 

On trouvera de même 

( a + c — b — dy=z — 4p + 4ac -f- 4^ 

(a -f -d — b — c y=~4p-l-4ad+4b c. 

Pour plus de simplicité, on prend l’inconnue 2 égale 
au - des fonctions (a -f- c—b — dy , etc. l’équation en 
Z devient alors le produit de trois facteurs 
' \ 

z -f-p — (cO-f-rrf) 

' z -f -p — (ac-f-ée?) 
z-f-p — (ad-\-b c). 

Tl ne «’agitplus maintenant que de développer ce pro- 
duit, et d’exprimer en p, q et r les fonctions symétrique 
de a, b, c et d qu js’y trouvent contenues; 
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Pour effectuer le calcul avecplus de facilité, on posera 

z+p — u, 

ce qui donnera les trois facteurs 

n — (ab*\-cd) y u — (ac -\-bd), u — ( ad-\-bc ). 

Le coefficient du second terme de l’équation en u sera 
égal à 

— {ab ac-^-ad -\-b c-\-b d-\-c d') , 

ou , ce qui est la meme chose , à — p \ celui du troisième 
tara 

tfb c -f- a?b d -f- cfc d 
-f- a b*c -|- a b 2 d -f- b*c d 
-f - ab c?-{- a c*d + b c*d 
-f- a b rP-f- a c rP-f- b c d % 

Cette fonction est symétrique , car elle ne change point, 
quelque permutation -qu’on lasse entre les quantités 
, a , b-,c, d, et elle n’est qu’un cas particulier de la fonc- 
tion u n b’’ d -f- etc. dont l’expression est 

Sa+r ^ n-H ^ P $P-M 2 ^ H+P-H (6). 

Pour en avoir la valeur , on fait n~2,p=i,q~i > 
dans la formule ci-dessus, dont on ne prend que la 
moitié, à cause que p=zq\ il vient 

i (S, SI — zS s S, — 5î+aS 4 ): 
cherchant ensuite les valeurs de S,,S a , S 3 , S+, et 
, observant que le second terme manque dans l’équation 
proposée , on trouve — 4 r pour résultat. 

On arrive immédiatement à ce résultat, en remar- 
quant que la fonction a T b c -f- etc. est équivalente à 



(a-t-b-f-c-j-d) ( abc-f-abd-j-acd-j-bcd ) — feibcdy 



i 



ci Ç a b c *4“ abd — f-iz c d ^4" b c d') — ~ au c d 
-4- è {a b c-t~,abd-\-acd-\-bcd) — abcd 
-f- c (abc -f- a b d-\-acd -f- b cd) — abcd 
_j - d ( abc-\-abd-\-acd-\-bcd ) — abcd . 
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et se réduit par conséquent à — 4 nbcd , puisque 
d — b — f— c — f" cl o. 

Le dernier terme de l’équation en u étant égal à 
— ( ab-\-cd ) (ac+i<f) ( ad-\-bc)> 



a pour développement 

( a 3 bcd ab 3 cd abc 3 d nb cd 3 ' ( 

-j-a'b'd* -f- a % c % d ’ 1 -f- fc^cî* V 

La valeur de la première ligne se déduirait de 1 expres- 
sion générale des fonctions de la forme d -f-etc. 

en y faisant n — 3 , p = q=.r — î ; mais on voit men 
aisément quelle n’est autre chose que 



a b c d ( o l + b* + c* + d 1 ) = r S % = — 2 p r. 

■ 9 • 

La seconde ligne aura pour expression , d’après ce qui 
précède , 

\ ( <? a 3 — 3 S 4 -(- 2 S s ) = — 2 p r -f q % ; 

réunissant ces deux parties, et changeant leurs signes, 
on trouvera '+ 4pr — q 1 pour le dernier terme de l’é- 
quation cherchée , qui sera par conseq^nt 

u 3 — pu* — 4 r u + 4 P r — </* — o : 

mettant z -f- p au lieu de u , il viendra 

„ s 3 -f-apî , + (p 1 -4r)'5-q , = o. 

Soient maintenant z', z \ z les trois racines de cette 
équation , on aura 

(n-f-é — c — d'f=4z' ) (a+b—c~d~ ±o J [/ z/_ 

(a -f-c— b— d)*=4z" 'd’où/ a-t-c—b—d=±.a [/ s* 

(a+d — b — C y=4z m ) (a-f-d — b — c=r ±2 \/ z" 

* V * j * ■ • „ ' 

Les trois dernières équations traitées conjointement avec 
l’équation a-\-b-\-c-\-d—o , qui résulte de l’évanouisse- 

4 
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ment du second terme, donnent, en prenant les ligne* 

supérieurs des radicaux , 

C =i (+ VJ + VJ 4- VP) 

4=i ( + VJ — V'J_— V^) 

c=i(— v/£+ V'V— V'O 

et en prenant les signes inférieurs, 

n = H— V/?— VJ — VP) 

« *=t( — %/*' + l/?+ l/?) . 

^=U4-i/£— VJ+ Vn 
rf=i(+ ✓*' + 1/?— i/?) 

Les premières valeurs sont relatives au cas où le produit 

VJ ■ VJ ■ VJ doit être positif, et les seconde» 
appartiennent au cas où la même quantité est négative . 1 
Cette espèce d’ambiguité tient à ce qu’on n’a pas déter- 
miné immédiatement les fonctions a-f- b — c — d, etc. 
mais le quarré, qui reste le même, quoique chacune 
d elles soit posit^e ou négative, et quelque signe qu’ait 
le coefficient q , puisque l’équation en z ne contient que 
le quarré de ce coefficient. Il suit de là que les racines 
trouvées doivent également satisfaire au cas où q est 
négatif comme à celui où il est positif ; ensorte que ces 
huit valeurs réunies sont les racines de l'équation résul- 
tante du produit des deux suivantes : 

+ P*? -f-qx-j- r = o, x^-j-px 3 — </.r -f- r= o , 

qui ne diffèrent que par le signe de q. 

Celui des deux systèmes de valeurs qui répond à la 
première équation , doit donc donner la somme des pro- 
duits des racines prises trois a trois avec un signe con- 
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traire , égale à une quantité positive , et l’autre doit 
conduire , dans la meme circonstance , à un résultat 
négatif. 

Or, si on effectue ce calcul, on verra que le second 
système remplit 1^ première condition, et quele premier 
.satisfait à la seconde, car l’un donne pour ce produit 

+ v*>.. 

et l’autre t 

— \/7 . . i/P. 

On peut encore parvenir à la même conclusion en 
multipliant entr’ elles les trois équations 

a -f- b — c — d = 2 \/7 
a -f- c — b — d = a \/ z" 
a -f- d — b — c=2 \Zz"\ 

Car en réduisant les fonctions symétriques qui se trouvent 
dans le premier membre du résultat , il vient 

t * « . 

~qr=y' 7 . |/?. y'F, 

> ce qui fait voir que les signes des radicaux doivent être 
tels que leur produit soit d’un signe contraire à celui 
de q , et que par conséquent le Second système répond 
au cas où q est positif, et le premier à celui où il est 
négatif. 

18. La forme des fonctions employées ci-dessus à- ré- 
soudre les équations des deuxième, troisième et qua- 
trième degrés, n’est pas la seule qui puisse convenir à cet 
objet. Lagrange , qui a présenté le premier la théorie, 
de la résolution generale des équations , sous le point de 
yue d’après lequeije viensde l’exposer (Mém. de L’ Acad' 
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des Sciences de Berlin , années 17706(1771), a montré 
comment on pouvait trouver les fonctions propres à 
donner l’expression des racines d’une équation propo- 
sée, et déterminer le degré des équations dont ces fonc- 
tions dépendent ; mais on n’a pu jusqu’à présent en for- 
mer pour le cinquième degré qui dépendissent d’un 
degré moins élevé. Dans les Mémoires que j’ai cités, 
Lagrange ne s’est pas borné à présenter une nou- 
velle manière de résoudre les équations ; il y examina 
aussi les méthodes proposées par les analystes qui l’ont 
précédé dans cette carri re. Ne pouvant développer 
dans un ouvrage de la nature de celui-ci, tous les 
détails d’un sujet aussi important, j’ai suivi, pour en 
donner une idée , la marche tracée par Laplace dans 
le Journal des séances de l’Ecole normale ( Leçons, 
T. II, pag. 002, première édition. ) 

Observations sur les expressions des racines des équation 4 
du troisième et du quatrième degré. 

19. Lorsque l’équation du troisième degré est de la 
forme x -1 -f- px -f -q — o , c’est-à-dire , que le coefficient 
p est positif, des trois racines qu’elle comporte , deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (16); mais si p 
est négatif, ou qu’on ait 

x' — px -f- q — o , 

le radical quarré \/ ~p 3 -\- jq\ qui entre dan s l’expres- 
sion des trois racines, se changeant en ÿ — r,p 3 + 
devient imaginaire si ±p 3 surpasse - q 3 . Toutes les ra- 
cines sont alors affectées d’imaginaires , et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu ( Elcm . ai 3 ) 
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que toute équation de degré impair avait nécessairement 
une racine réelle -, il y a donc pour le cas qui m’oc- 
cupe une contradiction au moins apparente , et qu’il 
faut lever. 

• Cette contradiction tient a ce que l’on aurait tort de 

prononcer qu’une expression composée, renfermant des 
imaginaires, est imaginaire, à moins qu’on n’ait prouvé 
qu’elle les conserve lorsqu’elle est développée. La 
formule 




peut s’écrire ainsi : 



3 « 

x =i\f a -J- b [/ — i + Ÿ a — b — i , 

*i l’on fait , pour abréger, 

— iq = a, , t? P 3 — hq' — b'-, 

et s’il arrivait que les quantités a~\~b \/ — îeta — b \/ — 1 
fussent des»cubes parfaits de la forme 

{A + B V / ^T) 3 et {A— B v/^Tj*, 

A et B étant des quantités réelles, on aurait alors 

cr = A + B t/^7 -f- A — B = a A, 

valeur réelle. 

Si l’on avait, par exemple, 

. 3 * , 

\/~ a -J- 1 1 \/ — î \/~ 2 — il \/ — !» 
on s’assurerait, par l’élévation au cube, que 
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\Z~ a -f- 1 1 \/ — 1=2+1/-!, 

^ 2 11 v/— 1=3 \/ 1, 

et on trouverait 4 pour là somme des deux radicaux. 

Les premiers analystes qui s’occupèrent de la résolu- 
tion des équations des degrés supérieurs , après avoir 
remarqué l’espèce de paradoxe développé ci-dessus, par- 
vinrent en effet à tirer de l’expression même de la pre- 
, mière racine un résultat délivré des imaginaires, lorsque 
les quantités comprises sous les radicaux cubiques étaient 
des cubes parfaits. 

2o. « C’est de cette manière , dit Lagrange (*) , que 
« Bombelli s’est convaincu de la réalité de l’expression 
«imaginaire de la formule du cas irréductible (c'est le 
« nom qu’on donne A celui que j’examine ) ; niais cette 
« extraction n’étant possible en ^général que par les 
«séries, l’on ne peut parvenir de cette manière à un# 
« démonstration générale et directe de la proposition 
» dont il s’agit. » * 

« Il n’en est pas de même des radicaux quarrés et de 
« tous ceux dont l'exposant est une puissance de 2 . H 
« effet, si on a la quantité 

Ÿ a <+- b {/ — î -+- V~ a — b \4 — i , 

« composée de deux radicaux imaginaires, son quarre 
n sera 

ao+a y/u? -j- b*, 



(*) Séances des Ecoles normales, (Leçons, T. III , page ag5, 



( 

Digitized by Google 



première édition.) 




! 



DES É LÉ ME N S D’àLGÈBRË. 45 ' 

t> quantité nécessairement positive : donc , en extrayant 
n la racine quarrée , on aura 

V~ a a -f- 2 y/ c* -f- b 1 

r pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais si , 
n au lieu de la somme, on avait la différence des même» 
n radicaux , alors son quarré serait a a — a à 1 -f- b x , 

v quantité nécessairement négative ; et tirant la racine , 
v on aurait l’expression imaginaire simple 

. — 

V ma — a ÿ a* + b*. 

n Si on avÂt la quantité 

* 4 

* o -f- b V' — i -j- a — b — i, 
n on l’éleverait d’abord au quarré , ce qui donnerait 

\/~ a-\-b $/ — î -f- a — b{ / — î -f- 2 \/ a‘ -f- b* = 

4 _____ 

V aa + al/ u î -f-A“ + a + 

v quantité réelle et positive ; on aura donc aussi , en 
v extrayant la racine quarrée, une valeur réelle de la 
r> quantité proposée , et ainsi de suite. Mais si on voulait 
» appliquer cette méthode aux radicaux cubiques, on 
r> retomberait dans une équation du troisième degré , 
n dans le cas irréductible, 
n Soit en effet 

Y a ~h b \/ — î -f- y/' a — b l/ — î — x ; 

» en élevant d’abord au cube , on aura 

aa-f-3 y/a*4-6\ V a^- i + 
n savoir ; » 



/ 
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» 

2a -f- 3 x y u“ = X 1 , 



— 3x y/ir'+i* — 3B=o, 



r> formule, générale du ca* irréductible , puisque 



ï( 2a ) a + ïV(-3 ]/a' + b>y = — b>. 

i> Si b = o , on aura 

. i 

x = a Ÿ a\ 

ri il faudra donc prouver que b ayant une valeur quel- 
conque réelle , x aura aussi une valeur correspondante 
il réelle. Or l’équation précédente donne ^ 

v>? + t ‘= £ E-' 

il et élevant au cube , on trouve 



a* -f- b' 



>» d’où 






J' 9 — Sax s -f- ta a* x 3 — 8 a 3 

ayx 3 * ' 

x* — 6 a x 6 — 1 5 o* x 3 — 8 a 3 



27 x' 



ri équation qu’on peut mettre sous cette forme : 

^ _ Q 3 — 8 a) Çr 3 + a)' 



27 x J 
8a' 



» ou bien sous celle-ci : 

11 Cette dernière forme fait voir que & est nul, lorsque 
31 x 1 — 8 a, qu’ensuite b augmentera toujours sans in-* 
31 terru p y» , lorsque x augmentera ; car le facteur 
» augmentera toujours, et l’autre facteur 

31 augmentera aussi , parce que le dénominateur x 3 aug- 
i 
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* mentant, la paVtie négative*^, qui est d’abord = 1 , 

>’ deviendra toujours moindre que 1 . Ainsi, en faisant 
” augmenter par degrés insensibles la valeurder^depui* 
” jusqu’à l’infini, la valeur de b' augmentera aussi 
’’ P ar degrés insensibles et correspondans , depuis zéro 
J’ jusqu à l’infini. Donc réciproquement à chaque valeur 
” de depuis zéro jusqu’à l’infini, il répondra une 
y» valeur de x 3 comprise entre 8 « et l’infini ; et comme 
n cela a lieu , quelle que soit ja valeur de a, on en peut 
3i conclure légitimement que, quelles que soient le* 
il valeurs de g. et de b, la valeur correspondante de x 3 , 
« et par conséquent aussi de x , sera toujours réelle.' 
h Mais comment assigner cette valeur ? Il me paraît'pa* 
3’ quelle puisse être représentée autrement que par l’èx- 
31 pression imaginaire, ou par une expression en série, 
si qui en est le développement ( que jè ferai connaître 
h par la suite) ; aussi doit-on regarder ces. sortes d’ex- 
» pressions imaginaires, qui répondent à des quantité* 
si réelles , comme faisant une nouvelle classe d’exprès- 
r sions algébriques, qui, quoiqu’elles n’aient pas, comme 
»i les autres expressions, l’avantage de pouvoir être éva- 
3i luées en nombres dans l’état où elles sont, ontnéan- 
« moins celui qui est le seul nécessaire dans les opéra- 
it tions algébriques , de pouvoir être employées dans ces 
n opérations , comme si elles Ae contenaient point d’ima- 
>i ginaires » (*) . • 

C estl impossibilité de réduire sous une forme en mémo 

_ 4 , 

" Il . I 

(i) On emploie ces* «pressions avec succès clans l’application de 
J Analyse à la Géomctne, par rapport à la division des angles. Cette 
tneorie se trouve développée dans l’in troduction et dans le chan. lif 
«k mon Traité du Calcul dijjércntiel et du Calcul intégral. 
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temps réelle et composée d’un nombre limité de termes 
algébriques, les racines d’une équation du troisième de- 
gré, dans le cas où 77 p 3 surpasse { q a , qui a fait donner 
à ce cas le nom de cas irréductible \ l’expression de la 
première racine n’est alors qu’un cas particulier de 
celle-ci : 

n _ Il 

^ a -f- b {/ — 1 -f- a — b y/ — 1 ' 

qui appartient aussi , comme nous le verrons dans la 
«uite , à une quantité réelle , mais inassignable algébri- 
quement, et d’une manière Unie, par tous les moyens 
connus jusqu’ici. 

2t. Non -seulement dans le cas irréductible la pre- 
mière racine est réelle, mais les deu»dernières, qui sont 
imaginaires dans tous les autres cas , deviennent réelles 
dans celui-ci. On peut d’abord le voir immédiatement 
lorsque les quantités a \/ — 1 et a — b \/ — 1 sont 
des cubes parfaits ; car en substituant leurs racines. . . . 

A + B l/ — 1 et A — B \/ — 1 à la place des radi- 
caux cubes dans la deuxième et la troisième racine (16), 
et effectuant les multiplications conformément au 
n° 172 des EU mens, on trouve 

( _' + a — ) (— ) U-B S- 

— — A— B t/3. 

^'-yd *yA+B y/— -o+ ( ~ i+ a |/t=! )(^v- 

= - A+ B \/ 3. 

22. On peut , sans le secours de l’extraction des ra- 
cines , démontrer que lorsque les trois racines de l'équa- 
tion x 3 p x -j- q =0 sont réelles, p est négatif, qu’on 



t 
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a nécessairement-^ p 3 j <?’ > et que, réciproquement, 
lorsque £ p 3 surpasse iq*, les trois racines sont réelles. 

En effet, soit a une racine réelle de l’équation 
x 3 -f-px-^-q = o, on aura 

û’+P« + 9 = o, 
d’où q = — a 3 — p a , 

et par conséquent 

x 3 — a 3 -f- p ( x — a ) = o , 
ce qui donnera , en divisant par x — a, l’équation 

dans laquelle sorit renfermées les deux autres racines de 
la proposée , et dont on tire 

x = — ia — v a“ — p. 

On voit d’abord , à l’inspection de ce résultat, que 
les racines qu’il fournit ne pourront être réelles, à 
moins que p ne soit négatif et en même temps égal à 
{ c* , on plus grand. 

En changeant donc le signe de p , et supposant .... 
p — ï o 1 -f" d, on aura ' 

x 3 —~px-j-q—o, a?—-pa-\-qx= o • 

les trois racines seront a , — \a + X/d,~~'^a-\/ ~d, et 
en mettant pourp sa valeur d ans 1’ «quation a 3 — pa-{-q— o, 
on trouvera 

q — — - î a 3 -f - a d. 

Pour comparer cette valeur de q à celle de p , sans con- 
naître celle de a , il faut élever p au cube , et q au 
quarré , afin que la plus haute puissance de a soit la 
même dans les deux résultats ; il viendra ainsi 
p 3 = f-X+ IZald + ïa'd' + œ 
q*x=-n a<i -- î a K d + a'd*, 



* 
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£ ? = 77 a * + * + » lP 

i<|“=57“ 5 - ï « 4 <* + ï û *^> 

et par conséquent 

h? -ht = Tl**-\**+** , 

= 3rf[*a<-7 5 « i '*-f-r7‘*’] 
= 3 rf ( K-t <*)*• 

La dernière valeur 3 A ( J a‘— * <f )* étant toujours posi- 
tive , tant que fi sera positif, puisque son second facteur 
est un quarré, donne évidemment 

et le contraire ne pourra avoir lieu ,*à moins que d ne 
soit négatif , c’est-à-dire , à moins que les deux dernières 
racines de la proposée ne soient imaginaires. En faisant 
4k— o , on a 

-i- n 3 — l fl 1 

\ P — 4 y > 

et les trois racines , qui sont encore reelles , ont entre 
elles une relation remarquable , indiquée par les valeurs 
suivantes: a, — \a, ■ — {a. 

Il est donc prouvé par ce qui précède , que si une équa- 
tion du troisième degré a au moins , dans tous les cas , 
une de ses racines qui soit reelle, toutes le deviennent 
lorsque p est négatif, et que ± p 3 surpasse j q a . Or , on 
a vu ( Elém. ai3) que toute équation d'un degré impair 
a au moins une racine réelle, quelques valeurs qu aient 
ses coefficiens : donc toutes les trois sont réelles dans le 

cas cité. 

a3. En attendant que j’expose les senes qui expri- 
ment les valeurs approchées des racines des équations 
du troisième degré dans le cas irréductible }e rap- 
porterai ici un procédé beaucoup plus simple , donné 
par Clairaut dans ses Elémens d’ Algèbre. 

Ce procédé consiste à ramener l’équation. 
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x 3 — px-f-<7 = oàla forme z 3 — z = r , en faisant 
x=mz, et déterminant la quantité m de manière à 
rendre le coefficient de z égal à l’unité. Par la substitu- 
tion indiquée , il vient 



m* m 

et posant m % = p , on a seulement 



s > 



>-z = -4 



m ’ 



Des deux valeurs, m=± t/p, la première convient au 
tas oùq est négatif dansle premier membre, et la seconde 
à celui où il y est positif ; ensorte qu'on ait toujours 

r =s — Cela posé , l’équation z 3 — z=r ne peut 
PVP 

tomber dans le cas irréductible que lorsque — > \ r*, 

2 

c’est-à-dire, lorsque r<^/ 57 <C 7=-. ce qui ne peut 

3y5 

avoir lieu qu’autant que la valeur positive de z est entre 

les limites 1 et =■ En effet , il est visible que z doit 

t/3 

surpasser l’unité pour que la quantité z 3 — z soit positive ; 

û 



mais si l’on faisait z = 



\/3 



, on aurait pour 



résultat ■= =-, nombre plus grand que r. 

3 y 3 

Si donc on suppose z= 1 -f- tf , la lettre S' ne pourra 
représenter qu’une petite fraction , moindre que la diffé- 
rence o, 1 547 qui se trouve entre i etv/y-,lecubeo,oo37 
de cette fraction peut être négligé ; et le résultat de la 
substitution de 1 — f— J 1 à la place de z dans l’équation 
proposée , en omettant J 3 , conduit à 
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puisqu'on ne cherche que la valeur de z qui surpasse 
l'unité. La limite de l’erreur que l’on peut commettre par 
cette méthode ne s’élève, sur la valeur dîz, qu'à un 
millième d’unité. En effet, si Ton suppose va- 

leur qui répond à r=j [/.*, et pour laquelle / est le 
plus grand possible , la formule ci-dessus donnera 



3+ K i + 

3 



au lieu de f , 



ce qui ne diffère du vrai que de o,ooia6. 

Soit pour exemple l’équation x 3 — i3x -J- 5 = o; 
on fera x = — z\/ 1 3, et l’on aura 



5 

zî— *“i3 t/ir 

d’où l'on déduira 




Si l’on veut pousser plus loin l’exactitude , on em- 
ploiera la méthode donnée dans le n® fli5 des Êlémens ; 
on trouvera par cette méthode 



*= — 3,78454. 
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24. Je vais m’occuper maintenant des racinesdel’é- 
quation du quatrième degré , 

+ -f- «7 or -f- r = o. 

Ces racines dépendent de celle de l’équation 

2 . 3 -f- 2 ps a 4 -(p a — 4 r) z — 9 a = o (R), 

que l’on nomme la réduite, et l’on a par le n® 17 , 

*=-;(+ \/z f + v&+ /?) j r=K- Vn 

*=K4- V * — /*" — ✓ o f W(+ i/*'— v^+ 
*=jc— i/*'+ v'* r — ( 0U Wc- Vl+Vz" + v'o 
»ic~ vV + ; f=K+ ✓?+ v'o 

selon que q est négatif ou positif. 

1®. Il est visible par la forme de ces valeurs , que si 
les racines de la réduite sont toutes trois positives et 
réelles, celles de l’équation proposée seront aussi toutes 1 
quatre réelles. 

2®. E* équation (R) , ayant son dernier terme négatif, 
doit , lorsque ses trois racines sont réelles , les avoir toutes 
positives, ou seulement une positive et deux négatives; 
car ce dernier terme étant le produit de toutes les racines 
prises avec un signe contraire , ne peut résulter négatif 
que de la multiplication de trois facteurs négatifs , ou de 
celle de deux facteurs positifs par un négatif. Dans le 
dernier cas, parmi les quantités z ' , z", z " , il y en a donc 
deux qui sont affectées du signe — , et par conséquent les 
quatre racines de la proposée sont imaginaires , excepté 
pourtant le cas où les deux quantités négatives seraient 
égales entr’ elles , car alors elles se détruiraient dans deux 
racines quidevieçdraient réelles et égales. En effet, si on 
suppose , par exemple , que les racines z" et z" soient né- 
. gatives et égales, les deux premières valeurs de x , dans 

3 



\ 
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chaque colonne, deviennent imaginaires; et on a dans 

la première colonne 

* = — 1 V~^ > * = 

et dans la seconde , 

*=+iyz, x= + \y'z'. 

3’. Lorsque l’équation (R) a une racine réelle et deux 
imaginaires, sa racine réelle ne peut être que positive , 
car les deux imaginaires ne pouvant provenir que d’une 
équation du second degré , dont le dernier terme soit 
positif, et qui soit par conséquent de la forme..,. 
z a -j- Az-\- B ■= o, il faut nécessairement que le faoteur 
du premier degré , qui contient la racine réelle, toit 
de la forme z — y , sansquoi le dernier terme du produit 
du premier facteur par le second , serait positif. 

En résolvant l’équation z*-)- Az +/? = o, on aura 




mais pour que ses racines soient imaginaires , il faut que 




faisant donc pour abréger 




il viendra 

z = et±-[/ — p = & V — 1 > 

et l’on aura 

s'=4 + i3/-l, z" = et — 0\/—l, Z m zz=y.^ 
On trouvera ensuite dans deux des quatre valeurs de r, 
la quantité 
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/ 



y/~ & -f- s> v' — 1 “f" — /s 1/ — i 

qui, quoiqu’affectée desymboles imaginaires, est réelle 
et égale à 

V~ 2« + 3 (ao); 

ces deux racines seront par conséquent réelles : les deux 
autres contenant la quantité 

— — y/~ 

qui revient à . 

\/~ a a. — a / 

seront par conséquent imaginaires. 

Pour reconnaître par les coefficiens même de la pro- 
posée, dans quel cas l’équation (R) a ses trois racines 
réelles , il n’y a qu’à faire disparaître le second terme de 
cette dernière, alin de pouvoir la comparer avec la for- 
mule y z -j- Py 4- Q = o; pour cela on supposera 

z z=y — ^ , ce qui donnera 



/-(Ç + 40 





O, 



équation dont les trois racines seront réelles quand 





n5. Je ne quitterai pas ce sujet sans faire remar-. 
quer que les racines imaginaires des équations du qua- 
trième degré sont de la même forme que celles des équa- 
tions du second. En effet, lorsque la réduite a deux 
racines négatives , z" , z m , en les représentant par — «* 
et — jS 1 , les quatre valeure-de x deviendront 

4 
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x — s (l/* 7 + (* + £) V — 0} 

* = i(\/7—(* + i 3) v/ITT)5 

X= — = (✓?+ (- — j 8 ) l/~)> 

*=— i (✓?—(« — J8) 1/3^)) 

Les deux premières , combinées ensemble , donneront 
un facteur réel du second degré ; il en sera de même de* 
deux dernières. 

Quand la réduite a deux racines imaginaires de la 

forme « -f - $ \/ — î et* — (2 {/ — i , les deux racines 
imaginaires de la proposée deviennent 

* =— i y 4- \ y + S [/^7> 

X=—iy—[/~ 2X—2[/ y — <f v/ — i, 

en faisant a et — s y/ <* a -f- = — J*. 

La proposée pourra donc encore dans ce cas être 
formée par la multiplication de deux facteurs réels du 
second degré. 

Des racines imaginaires en général. 

26. On a vu par la résolution des équations des a', 
3' et 4' degrés, que les racines imaginaires de ces équa- 
tions pouvaient se ramener à la même forme , et se dis- 
tribuer par couples, tels que 

x -=.A -f B l/ — 1 , x = A — B {/ — 1 , 

. -» *■ . 1 * • 

eçsorte que chaque couple donnait un facteur du second 
degré , dont les coefficiens étaient réel». 
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Les Analystes ont aussi reconnu que toute équation 
de degré pair est décomposable en facteurs réels du 
second degré. Voici la démonstration qu’en a donnée 
Laplace ( Journal des séances de l’Ecole Normale , Le- 
çons ,i rr édition, T. II, pag. 3i5). 

Il faut prouver d’abord que toute équation d’un degré 
quelconque p, aura un facteur réel du second degré, si 

toute équation du degré — — a un facteur réel , 

soit du premier, soit du second degré. 

Je représente par (P) l’équation du degré p , et ses 
racines par et, j3, y , J, etc. Cela posé , j’observe que 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 
nécessairement par la multiplication des facteurs du 
premier degré , combinés deux à deux , seront 

o ? — (* -f. /S) x + etd ' r 

— (* 4 “ y) x + ety 



x % — (£ + y) x + dy 
etc. 

et dépendront par conséquent de la recherche des fonc- 
tions de la forme et -f- /3 et «tjS. Ces fonctions seraient 
déterminées si l’on en connaissait deux de la forme 

*+0+M*0, * + 0 + M'*0 , 

les lettres M et M r désignant des nombres donnés; car 
en faisant 



* + Ü + M*0=zN, ct + d + M' = 

on trouverait 

. , M'N—N'M „ N' — N 
+ li — M' — M ’ M' — M' % 

Mais pour parvenir à l’équation de laquelle dépend la 
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fonction «t -f- £ -f- M tt 0 , il faut former toutes les valeur» 
qu elle prend , en y mettant successivement , au lieu de 
«t et de j3, toutes les racines x, &, y, S, etc. de la pro- 
posée , combinée deux à deux (7) , ce qui donne .... 

^ g résultats , et fait voir par conséquent que 
l’équation cherchée, que je désignerai par (Ç), mon- 



terait au dègré 



■P(P~ O 



1*. Si l’on admet d’abord que cette équation ait tou- 
jours une racine réelle ; en donnant à jfune infinité de 
valeurs, on formera une infinité d’équations semblables, 
dont chacune aura une racine réelle, renfermant une 
des combinaisons qu’on peut faire des racines de la pro- 
posée dans la formule .8/«*j2-,or,le nombre de ces 

combinaisons étant limité , il faudra nécessairement que 
la même combinaison soit répétée plusieurs fois avec 
diverses valeurs de M. On peut donc affirmer qu’il exista 
au moins deux fonctions de la forme 

fit @ M tt @ , «£ -f- j3 -j- M x @ , 

contenant les mêmes racines «t et /3, et dont les valeurs 
N et A v sont réelles; d’où il résulte que les valeurs 
correspondantes de fit -j- j3 et de «t 0 le sont aussi. 

a 0 . Si l’équation (Ç) n’a point de racines réelles, 
mais seulement un facteur réel du second degré , dont 
les racines soient imaginaires, en donnant à M une 
infinité de valeurs , on obtiendra une infinité de fonc- 
tions a -j- ,5 -j- Mc tjS, dont l’expression sera' de la forme 
A + B \/~x , et on prouvera, comme ci-dessus, qu’il 
doit s’en trouver plusieurs qui ne diffèrent que par les 
valeurs de M. On aura donc 
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* 4. a + M'<t$ = A' + B' y/ — i , 
d’où on tirera 

_^M'(A-+-B\/^T)—M{A' + B' \/^7) 
M' — M 

A' + B' }/~ — A — B V~ 



& ~b @ ■ 



M' — M 



En réunissant les termes réels entre eux et les termes 
imaginaires entre eux, on pourra représenter ces ex- 
pressions par 

2 (C + Z> y/— 1) et E -j- F >/ — 1 ; 
et par là le facteur x* — ( ce — f- /S ) je - f-st/S deviendra , 

x» — a ( C-f- D V'—i) x + E + F \/— i. 

L’existence de ce facteur entraîne celle d’un autre, qui 
serait 

x* — a (C — D l/ — i)x -f- j£ — E” \/ — î ; 

car soit X — Y \/ — î le quotient que donne l'équation (P,) 
lorsqu’on la divise par le premier facteur : les quantités 
Xet Y doivent être nécessairement telles, que les parties 
imaginaires contenues dans le produit de ce facteur, par 
X— Y \/ — x , se détruisent , puisque le dividende est 
entièrement réel; et si l’on multiplie le se mdfacteurpar 
X-bY V~> on aura un nouveau produit , dans le- 
quel la partie réelle sera encore la même que ce 41 e du 
précédent, et la partie imaginaire n’ayant fait que 
changer de signe, s’évanouira aussi. * 

En général , toute expression qui a un facteur de la 
forme a -f- b \/ — î , en a nécessairement un de la 
forme a — b j/ — x . * 
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Maintenant si les polynômes 

x 1 — 2 (C+D \/=T) x + E + F\/ — i 
et x * — 2 (C — D y/ — i) x -j- Z? — ^ — > 

n’ont point de diviseur commun, ils renferment entre 
eux quatre facteurs simples de l’équation (Z 1 ) , qui , 
multipliés l’un par l’autre , donnent un facteur du qua- 
trième degré dont les coefficiens sont réels , et l’on a 
montré, numéro 25, que toute équation du quatrième 
degré peut se décomposer en facteurs réels du second. 

Si les deux polynômes 

x* — 2 (C-f-Z? + £ + F l/HT 

x* — a ( C — D y/— -T) x +E — F V /r= ^~ï 

ont un diviseur commun , en les mettant sou6 la. forme 

x* — a Cx -f- E — (2 Dx — F) JZ — i 
x* — 2Cx + £ + (a^x — F) — 1 , 



on verra que ce diviseur doit être commun aussi aux 
deux quantités x 3 — 2 Cx -f- E et a Dx—F, et on en 
conclura qu’il ne peut être que de la forme x — / : on 
aura donc 



x* — a C X -f- F •“* (b D x — F) 




= (x — À’ — Zf \/ — 1) (x — /), 

ar* — 2 Cx -f- £ -f- {bDx — F ) l/ — 1 
• = (x — K+L \/~) {x — /); 



d’où il suit quex — K — Cl/ — J > ■* — K-\- L \/ — i 
et x — /, seront trois facteurs de l’équation (P). Les 
deux premiers, multipliés entre eux, donnent un facteur 
réel du second degré ; et en divisant l’équation (P) par 
le troisième, on obtiendra, si elle est d’un degré pair. 



t 
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un quotient de degré impair, qui aura lui-même un fac- 
teur réel du pre iutfb: degré, formant avec celui par lequel 
on a divisé , unlKond facteur réel du deuxième degré. 

Il est donc bien prouvé qu’une équation (P) , de degré 
pair , aura au moins un facteur réel du deuxième degré , ~ 
si l’équation (Ç) a toujours un facteur réel , soit du pre- 
mier degré , soit du second. 

VJ . Cela posé, tout nombre'pair étant nécessairement 
le produit d’un nombre impair multiplié par quelqu’un 
des nombres 2 , 4 , 8, 16, etc. c’est-à-dire, parune puis- 
sance de a , sera compris dans la formule 2 m n , m repré- 
sentant un nombre entier quelconque , et n un nombre 
impair ; le degré de l’équation (Ç) , exprimé en génial 

par ESB- -, sera donc égal à 



2 m n(2 m n — 1) , _ 

• — =2 m 'n (a m n*— 1), 



si p~ a m n. Faisant (2 m n — n' sera encore 
un nombre impair, puisqu’il est le produit de deux 
nombres impairs , n et 2 m n —1 ; et d’après ce qui pré- 
cède , l’équation du degré a m n aura un facteur réel du 
second degré , si l’équation du degré a m ~'n a un fac- 
teur réel, soit du premier , soit du deuxième. Par la 
même raison, l'équation du degré a m ~'n' aura un fac- 
teur réel , si l’équation du degré 2 m—î /i' (a m ~'n r — i) ou 
3 m —*n" a un facteur réel , soit du premier , so*t du 
deuxième degré. En continuant ainsi, on passera par 
une suite d’équations dont les plus hauts exposans seront 
de la forme 

a m r\, a m ~ l n, a m ~ a n", a 1 ”" 3 /}*.' 

les nombres n, n', n", n" étant tous impairs, et on 



1 
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arrivera enGn à une dernière équation, de degré impair , 
qui aura nécessairement un facteui|M|éeI du premier 
degré ( Elém . 2i3); parconséquent Huant-dernière eû. 
aura un du second degré, ainsi que chacune des autres , 
jusqu a la proposée inclusivement. Si l’on conçoit ensuite 
que celle-ci soit divisée par le facteur du second degré 
dont on vient de prouver l’existence , le quotient étant 
encore de degré pair, contiendra au moins un facteur 
réel du second degré , par lequel on pourra le diviser de 
nouveau. Sans qu’il soit besoin d’aller au-delà, on voit 
qu 'une équation quelconque d’un degré pair est toujours 
décomposable en facteurs réels du second degré ; et puis- 
qu’une équation de degré impair se ramène à une équa- 
tion de degré pair , en la divisant par le facteur réel 
qu’elle a nécessairement, il s’ensuit qu’une équation de 
degré quelconque ne peut avoir que des racines réelles 
ou des racines imaginaires semblables à celles des équa- 
tions du second degré, c’est-à-dire, réductibles à la forme 
A ± B 

a8. D’ Alembert démontra le premier que les expres- 
sions imaginaires pouvaient toutes se réduire à la forme 
A ±.D \/ — 1 . La vérité de cette proposition , à l’égard 
des expressions résultantes des opérations algébriques , 
suit naturellement de ce qui précède ; car en les égalant 
àdes inconnues et faisant disparaître les radicaux qu’elles 
contiennent, on parviendra à des équations dont les 
.racines imaginaires seront de la forme A dz B y/ — 1 . 

On peut encore s’assurer directement de cette vérité, 
en observant : , 

i*. que a-\-b V / — i — a — b ' s/ — i \Z ‘ — i -f-etc. 

— a'-|-a''-f-etc.)-f-(è — è'~f-6"-f-etc.)y/- i; 
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a*, que ( a-\-by / — — 1 ) 

=aa' — bb' -j- {a'b-^-ab' ) \/ — 1 ; 

5». que a + b V — 1 _ (e + i/-i)(a'-èV-i) 
c'-j-i'v/ — i (a'+ô'V^ — î) (a 7 — b' y 1 — i) 

aa -(- bb' a b — ab' , 

a'“ + b'** a'* + b ,% ' ' 

4*. que (a + 5 \/ — i) m = A -j- B \/ — i. 

Pour prouver cette dernière proposition , on changera 

Jj 

( a + b}/—\ ) m en a m ( 1-4“-^ — i) m *, et en observant 
que 

i/=ï c[/^=+y/—x 

W— 1)“== — 1 (/— 1) 6 =— ! 

(v/=jÿ=— 

(V 7 — 0 4 =+i C \Z — 0 ,= 4* 1 

on verra que si on désigne par i un nombre entier quel- 
conque , on doit avoir en général , : - - \ 

(v /= 7)4'= !, (V/=T)^*~+V / 5Ï, , 

(V /-0 4 ^ a =-i, (V / -0 4i+, = -V / -i, 

ce qui renferme tous les cas ; car il est évident qu’il 
n’existe aucun nombre entier qui ne soit compris dans 
l’une des quatre formules 

4*. 4 1 + 1 > 4' + a > 4* + 3; 

c’est-à-dire , qui ne soit divisible par 4, ou qui ne le 
devienne quand on en.ôte i , ou a , pu 3 unités. 
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Cela posé , on trouve par le développement de la 
puissance m du binôme. 

(i = 

m b / m(m — 1 ) b % m(m — 1 )'m — s)i 5 , / 

’+T / -1 rT “a* i . 3.3 a iV 

m (m — i ) (m— a) (>w 5) M gtc> 

1 . 3 . 3 . 4 a * 

et en réunissant les termes affectés de ^ — i , qui sont 
ceux de rang pair, il vient 

C»+2 V // *— 7) m = 

mfm-0 l 1 . m(m— i)(m— 2 )(m— 3) b* ^ 

1 — r - ' t — i . 3 -it « 4 



m b m(m — OÇm-^a)^ 3 



/ in b m(n 

+ \Tâ ï 



x — ~T + etc - ^ V — 

3.3 a 3 / 



1. 



Pour passer de ce développement à celui de 

( t - y/ T ) m , il suffit de changer le signe de la 

quantité - dans tous les termes où elle se trouve élevée 
à une puissance impaire , et on aura ainsi 

(»— - 
v a 

m (m — î) b* . m(jn— i)(m— a)Ç/7i— 3) M _ 

1 TTX ^ + 1.2.3 . 4 û + 

m — i)(m — 

î . a . 3 



_(rnb ** ■ etc ,\ v/~ 

\i a î . a . 3 a 1 * / 



Multipliant 
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m(m — — i)(m — 2 )(m — 3 )b* 
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2 a- 



-etc.^ 



m fmb 

a m [ 

\ 1 a 



^- 1 )^- 2 ) &3 tc . 

1 . 2^3 ar 



)= s - 



il viendra 



(a+b \/—i) m =A+B V/ — 1 , (a— b |/ — 1 Y— A— B y/— 1 . 

Lorsque j’aurai fait voir que le développement de la 
puissance m du binôme convient également au cas ou 
l’exposant m est fractionnaire ou négatif, il sera démon- 
tré par ce qui précède, que, quelle que soit m, 

(a+b \Z^T)”=A+J 1 V~- 
Au moyen de ces résultats , on ramènera à la forma 
A + B V/^T toute expression résultante de la combi- 
naison de plusieurs quantités de la forme a±.b \/ — 1 , 
par addition, soustraction, multiplication, division et élé- 
vation aux puissances, soit entières, soit fractionnaires. 



29. Il suit de la proposition démontrée n® 27 , que 
pour obtenir les racines imaginaires d’une équation quel** 
conque , il faut la décomposer en facteurs du second de- 
gré; mais ce moyen exige la résolution d’une équation du 



degré 



, m ( m — 1 ) 



(27), avant même qu’on puisse savoir si 



la |(^>posée du degré maoi; non des racines imaginaires. 
Les Géomètres ont cherché des méthodes pour recon- 
naître l’existence de ces racines indépendamment de la 
résolution d’aucune équation, et je vais exposer *ce que 
Lagrange a ^ trouvé de plus général à cet.égard. 

Si on désigne par *, • f, etc. le» racine» réelle» 

2. £ 






I 
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d'une équation de degré quelconque , ses racines ima- 
ginaires pouvant ttre assemblées par couples de la forme 
a±.b 1/ — 1 , a ±b' \/ — î , etc. (28), les dilTYrences 
des racines combinées deux à deux seront nécessaire- 
ment de l’une des formes suivantes : 

a. — £ entre deux racines réelles. 

A oq; b y 1 ' — 1 entre 1 rac. réelle et 1 rac. im. 

(a-a)dz(b- b') \/ — 1 entre 2 rac. im. decoupl. différ. 

2 b \/ — 1 entré 2 rac. im. du même coupl. 

En faisant les qtiarrés de ces expressions , on trouvera 
pour la première un résultat réel et positif, et pour la 
quatrième un résultat réel et négatif ; les deux autres 
donneront des résultats imaginaires, à moins qu’on n’ait 
et=a, ou a=a , ou b = b' ; mais chacun de ces cas 
introduit des racines égales dans l’équation aux quarrés 
des différences. 11 suit de-là qu’en faisant abstraction des 
racines égales, /’ équationdont les racines sont les quarrés 
des différences qui se trouvent en tre celles de lu proposée , 
aura autant de racines négatives que cette dernière a de 
couples dijfcrens de racines imaginaires. 

„ 3 o. On voit par ce qui précède combien il serait à 
desirer qu’on eûtau moins une règle sûre pour connaître 
sans calcul, le nombre des racines positives et négatives 
d’une équation quelconque , puisqu’on serait alors en 
état d’a c signer , au moyen de l’équation aux quarrés des 
différences , le nombre des racines réelles et celui 4 es 
racines imaginaires de la proposée. Malheureusement la 
règle qu’a donnée Descartes pour remplir cet obiet, 
généralisée autant quelle peut l’etre , se réduit à ce que : 

Toute équation ne saurait avoir un nombre 4 e racines 
positifs plus grand que cllui des variations de signe 
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qui se trouvent entre ses termes , ni un nombre de racines 
négatives plus grand que celui des permanences du même 
signe j et si elle ne contenait que des racines réelles , elle 
en aurait précisément autant de positives que de varia- 
tions de signe , et autant de négatives que de perma- 
nences du même. 

hesvariations de signes sont les changemens de -f- en — 
ou de 7 — en+, qui ont lieu d’un terme à l’autre, et il y 
a permanence chaque fois que le signe d’un terme est le 
même que celui du précédent. L’équation 

x* — 8 x 3 + 7 x 1 -j- 9 x — 4— °> 

• 

par exemple, a trois variations de signe , savoir : de 
.-^-x 4 à — 8 x 3 , de — 8x^ à-j-7x‘, et de -f-qxà — 4; 
du terme -f- 7 x* au terme -j- g x, il y a une perma- 
nence du signe -f-. • 

Parmi les diverses démonstrations qu’on a données de 
cette règle , je choisirai celle qui est due à Segner, parce 
qu’elle m’a paru la plus simple de toutes. 

Soit l’équation 

> . W 

r"±Px*“ , ±Çi"- ! ■ + ■ ■ — Tx ±: [/= o , 

dans laquelle les signes 4- et — se succèdent d’une ma- 
nière quelconque : en la multipliant par le facteur x et 

qui donne la racine positive x=et, on aura )V 

x m+, ±P } x m ±Q i x’"-*. ..±.U 4 x 

— A +P*\ +T*\ 

„ , . ; - . ' *' P 

Les coelüciens placés dans la première ligne de ce résul- 
tat , sont ceux de la proposée , pris avec le même sigpe 
dont ils étaient d’abord affectés 3 et les coefliciens de la 
seconde ligne sont formés de ceux de la première, mul- 
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tipliés par et , mais pris avec un signe contraire, et reculé* 
d’un rang vers la droite. Cela posé , tant que les coeffi- 
ciens supérieurs seront plus grands que les inférieurs , 
ils détermineront le signe du tenue dans lequel ils se 
trouvent; et comme ils n’ont pas changé de siyie, il 
y aura entre eux les mêmes variations et les mêmes per- 
manences que dans la proposée ; mais le dernier terme 
zçV et ayant toujours un signe contraire à celui du coeffi- 
cient supérieur ± U de l’avant -dernier, il en résultera 
«ne nouvelle variation que la proposée n’avait point. 

Lorsqu’on rencontrera un coefficient inférieur de signe 
contraire à son correspondant supérieur , et plus grand 
que celui-ci, il j- aura une permanence de la proposée qui 
se changera dans une variation ; car le signe du terme où 
cela arrivera , étant déterminé par celui du coefficient 
inférieur, sera contraire au signe du terme précèdent, 
qu’on suppose le meme que celui de son coefficient su-' 
périeur. 

On sentira la vérité de cette assertion „ en observant 
qu’on ne peut etre obligé de recourir au coefficient in- 
férieur , pour reconnaître le signe d’un terme , que dan» 
des cas semblables à l’un des deux suives : — 

. » 

-j-Rx m ~ 3 ~t-S —Rx m ~ 3 —S 

— Rx] 1 +R* 

en supposant qu’on ait Rx^>S; l’ordre de la succession 

des signes Sera dans I e premier -) , et dans le second 

f_. Je n’ai point écrit le coefficient inférieur dans le 

premier ternie, puisque, par l’hypothèse , il n’influe 
point sur le signe de ce terme. 

H est donc évident que chaque fois qu’on descend de 
la ligne supérieure dans la ligne inferieure pour déter- 



J 

; 

N l' 
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miner le signe , il y a alors une variation qui ne se trou- 
vait point dans l’équation proposée ; et si après ce pas- 
eage on reste toujours dans la ligne inférieure , on 
retrouve les mêmes variations et les mêmes permanences 
que dans la proposée, puisque les coefliciens de cette 
ligne ont tous un signe contraire à leur signe primitif. 
Quand on remontera de la ligne inférieure à la ligne su- 
périeure , il en pourra résulter ou une variation , ou une 
permanence ; car il n’existe aucune connexion entre le 
signe d’un coefficient inférieur et celui du coefficient 
supérieur du terme suivant. Mais en supposant même 
que ce passage produisît dans tous les cas une perma- 
nence , comme le dernier terme de la nouvelle équation 
fait partie de la seconde ligne , il faudra toujours re- 
venir au moins une fois de plus dans cette ligne que dans 
la première, et par conséquent la nouvelle équation aura 
au îqoins une variation de signe de plus que la proposée : 
il en serait de même à chaque racine positive qu’on in- 
troduirait. 

Si on multiplie ensuite l’équation proposée parle fac- 
teur x-f-rt, qui donne la racine négative x = — se, 
on aura 

x m+ 1± pN xm± .ç . ,±.U } 

+ *) ±.Pct\ ± Tct] rt L stj — °* 

Les coefliciens placés dans la première Jigne sont en- 
core ici les mêmes et de même signe que dans l’équation 
proposée ; ceux de la seconde ligne sont aussi formés 
de ceux de la première , multipliés par « et reculés d’un 
rang vers la droite ; mais dans le cas actugj , ils ont con- 
servé leur signe primitif. 

En raisonnant comme ci-dessu3, oh verra que chaque 
fois qu’on sera obligé de prendre le signe du coefficient 
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inférieur, on obtiendra une nouvelle permanence qui 
n’existait point dans la proposée. Les exemples ci-joint* 

-f-jRx m ~ 3 — S — Ær m - 3 -f5 

— /itf | 

analogues à ceux qu’on a donnés plus haut, rendront 
cette conséquence bien évidente, puisque Rtt étant plu* 
grand que S, on aura dans l’un -J — f- , et dans l’autre 
— — Lorsqu’on remontera de la ligne inférieure dan* 
la ligne supérieure , il en pourra résulter indifféremment 
ou une variation , ou une permanence ; maisen accordant 
que ce soit une variation qui ait toujours lieu , on pourra 
malgrécelaconclurequele nombre des permanences sera 
au moins augmenté d’une unité , puisque le dernier terme 
se trouvant dans la seconde ligne, forcera toujours à 
revenir à cette ligne au moins une fois de plus que dans 
l’autre. Il suit de là «que chaque racine négative donnée 
à la proposée apportera avec elle au moins une perma- 
nence. En rapprochant cette conclusion de la précé- 
dente , on verra que le nombre des racines positives d’une 
équation quelconque ne saurait surpasser ce/uides vària - 
lions de signe qu’elle renferme, et le nombre des racinei 
négatives celui des permanences. 

Si l’équation proposée n’avait que des Vacines réelles, 
on prouverait aussi par -là qu’elle doit avoir précisément 
autant de racines positives que de variations , et autant 
de racines négatives que de permanences. Eh effet, quel 
que soit le nombre de variations et le nombre de perma- 
nences qu’ait apporté chaque racine positive et chaque 
racine négative , le nombre des unes et des autres , dans 
le résultat filial, doit être égal à celui des termes di- 
minué de l’unité , ou à l’exposant du degre de l’équation, 
ou enfin au nombre des racines ; mais les variations ne 
sont produites que par les racines positives , et les perma- 
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nences que par les racines négatives : il faut donc qu’il 
y ait autant de variations que de racines positives , au- 
tant de permanences que de racines négatives, et vice 
versa. 

« 

3i. Les racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion, parce quelles ont lieu, soit avec des variations, 
soit avec des permanences. Cela se voit sur l’équation>. 
meme du second degré x“ ±: 2 px + q =0, dont les 
racines sont imaginaires , quelque signe qu’ait p , tant 
que p a est moindre que q. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
la présence des racines imaginaires par la règle ci- 
dessus , lorsqu’une équation manque de quelques termes. 
Dans l’équation x 3 -f- px -f- q = o , par exemple , si l’on 
remplace par dt o.x* le second terme qui manque , 
il vient 

x 3 rh o . x 1 -f- p x -f- <7 ~ o ; 

et quand on n'a égard qu’au signe supérieurflfcn ne trou- 
ve que des permanences, tandis que le signe inférieur 
donne deux variations. Ces résultats , dont l’un semble 
indiquer trois racines négatives , et l’autre deux racines 
positives , ne s’accordant point entre eux , font voir que 
la proposée a des racines imaginaires. Si on avait 

x 3 — px-\-qr=. o , 

en l’écrivant ainsi : 

a^zfco . x 1 — px-±-q=0‘ 

quelque signe qu’on employâ%on trouverait toujoursdeux 
variations et une permanence : l’accord de ces résultats 
prouve que cette équation peut avoir ses trois racines 
réelles , mains non pas qu’elle les ait en effet ; car on sait 
d’ailleurs que cela n’arrive que quand ^p 3 ^>\ q *. 

4 
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3 Cela posé, je désigne par (D) l'équation ao 
quarré des différences (129) , qu’on peut former d’aprè* 
len e 8. 11 est évident, par la règle du n° précédent , que 
si tous ses signes sont alternativement positifs et néga- 
tifs , c’est-à-dire , si elle n’a que des variations , elle 
n’aura que des racines réelles et positives, ettoutes celles 
de la proposée seront réelles. En effet, si celle-ci avait 
des racines imaginaires, parmi les racines de l'équation 
(D) , il s’en trouverait nécessairement de réelles et néga- 
tives (29) ; elle.aurait donc des permanences, ce qui est 
contre la supposition. 

Le dernier terme d’une équation étant, comme on sait, 
le produit de toutes ses racines prises avec un signe con- 
traire , sera négatif , si le nombre des racines réelles 
positives et impair; car le dernier terme du produit 
d’un couple de racines imaginaires est toujours positif. 
En appliquant cette remarque à l’équation (£>), on verra 
que si son dernier terme est négatif, elle aura un nom- 
bre de racines négatives pair ou impair , selon qu’elle 
sera d’un oegré impair ou pair. Dans le premier cas , 
la proposée aura un nombre pair de couples de racines < 
imaginaires, et un nombre impair dans le second. En 
général , il suit de la nature des racines de l’équation (Z)) 
et de ce qu’on a vu , n 8 29 , que la proposée ne saurait 
avoir plus de couples de racines imaginaires qu’il ne so 
trouve de permanences de signe dans l’équation (/?). 

Les considérations précédentes ne mènent toujours 
qu’à s’assurer si une équation donnée à des racines ima- 
ginaires, et à trouver une limite que leur nombre ne 
puisse excéder ; mais en suivant l’esprit de la riiéthode , 
ôp formerait de nouvelles équations auxiliaires , qui ne 
pourraient avoir de racines négatives , qu’autant que la 
proposée aurait au moins quatre racines imaginaires ; 

. ; ■ - 

; 

• . t 
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d’autres qui n’en auraient que de positives, tant que la 
nombre des racines imaginaires de la proposée serait 
au-dessous de six, et ainsi de suite. Il faudrait former, 
dans le premier cas , l’équation qui donne les quarrés des 
différences qui se trouvent entre les sommes descacines 
combinées deux à deux -, dans le second, celle qui donne 
les quarrés des différences qui JM trouvent entre les 
sommes des racines*prises trois à trois , etc. 



33 . Si on parvenait à trouver d’une manière quelcon- 
que les racines négatives et inégales de l’équation (J 9 ) , 
on en déduirait les racines imaginaires de la proposée. En 
effet , en substituant dans cette dernière a +b v/— 1 au 
lieu de x, et en égalant séparément à zéro la partie 
réelle et la partie imaginaire , on aurait deux équations 
pour déterminer les inconnues a et b ;mais si on connais- 
sait à priori la valeur de b , et qu’on la substituât dans 
l’une et dans l’autre de ces équations, a serait donné par 
le diviseur commun des deux résultats , égalé à zéro 
( Elém . 189 ). Or, en nommant — z! l’une des racines 
négatives de l’équation (O) , cette racine exprimera le 
quarré de ladifférence entre les deux racines imaginaires 
comprises dans la formule a ±: b y/ — 1 et on aura par 
conséquent 

r~z'=-4b', 

d’où 



b~± \ 



Vz 



De l’extraction, des racines des quantités en partie 
commensurablet et en partie incommensurables , 

34 - On a vu dans les numéros tg et 21 , combien il 
pourrait être utile de savoir quand une expression com- 
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pliquée de radicaux est une puissance parfaite; aussi 
les Analystes se sont - ils occupés de la recherche des 
caractères auxquels on reconnaît ces puissances. 

35 . Soit'^a -j-[s b : l’expression a -f-y/ï ne peut 
être que le quarré d'uoeautrede cette forme : \/ A-\-V B, 
dans laquelle se troqpe comprise celle-ci : A' -\-y B , en 
supposant que A = A' *. Cela posé , on aura 

a-\-\/l— ( \/~2 + \ZB)*z=A+B + 2 [/~Â~B; 

comparant d’un côté la partie commensurable , et de 
l’autre la partie incommensurable , on formera tfes deux 
équations : • 

* a=A + B, \/b=a\/~ÂB; 

quarrant de nouveau , il viendra 

a* = A % +uAB + B ‘ , b=4AB ; 

retranchant la seconde équation de la première , on aura 

a * — b — A* — a A B -f-B*; 

et prenant enfin la racine quarrée de chaque membre de 
cette dernière, on en conclura 

[/ a* — b = A — B. 

Si l’on combine cette équation avec a — A-\-B, on en 
tirera les valeurs * 

A=zja + ïl/ a?— b, B~\a—\ \/ a* — b, 

d’après lesquelles les quantités A et B ne peuvent être 
rationnelles comme on le suppose , à moins que a* — b 
ne soit un quarré parfait. 

Soit pour exemple 7 -f- \/ 48 ; on aura 
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à — 7 , b = 4 8, a a — b = 4 g — 48 = 1; 

^=£+ 1 = 4 , i?=I-i= 3 , 

VA + Vb=V~4 + V 3 = fl + */3. 

•Soit encore l’expression littérale 

4mn + a(m + n) (m — n) \/ 11 , 
•équivalente à 

V~ 4 mn + \/— 4( 77l + n ) 3 ( m ~ n ) : ‘> 

il viendra pour cet exemple 

a-=4mn, b — — 4 ( m + «) a ( m — n Y 
à * — £•=4 ^,l4 “!■8/n ! ‘7^ 3 -f-4 ,I4 — 4 ~f“ nJ )* 

y/ A— V zmn -f- rtr 1 -f n®, \/ B — {/ amn — m a =n* 

V~Â + y' B— + \/ ( ni — n ) a X — 1 

» = 771 -f- n -f- (tti — n) — 1 . 

Enfin si l’on avait 

^ m? — mn -f- j n 1 -f- a V m 3 n — amV -f- ^ mn 3 , 
on trouverait 

Quand , au lieu de V ~ a -f- Vb , on a a — [Y b , 

il faut prendre \/ A — V B, A et B conservant les 
mêmes valeurs que ci-dessus. , 

Dans ces deux cas, la racine cherchée est double 
comme toutes celles du second degré , car on a dans 
le premier cas 

+ Va + V~B ou — \/ A -f- j / B t 

et dans le second , 

-f- V~Â — Vb ou — Va + Vb. 

e * 
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36. Je vais chercher actuellement le cas où il est 
possible d'extraire la racine cubique d’une expression 
de la forme o-f- \/b Pour y parvenir, il faut décou- 
vrir la forme que l'on doit donner à cette racine. On ne 
peut supposer qu’elle soit \/ A ÿ& , car le cube- 
de cette quantité étant 

A V~Â + 3 A y/~B 4 3 B \Z~Â' -f B \Z~B 
= (A + 3B) v/^ + (3 A + B) V'B, 
contient deux radicaux quarrés essentiellement différens» 

Il n’en sera pas de même de la forme A-\- [/ B) mais, 
pour la généraliser un peu , j’écrirai 

(A+\/B)[/C-, 
son cube sera alors 

C { A* + 3 A' \/B + 3 AB -(- B \/B. 

En comparant la partie rationnelle de cette expression. 

avec a , et la partie irrationnelle avec ^ b , je trouverai 
les équations ' * 

a=C(A 3 +3AB), )/Z== C {3A l 4 B) \/B ; 

quarrant l’une et l’autre , j’obtiendrai 
o a = O ( A s 4 G Ai B 4 
b ~C*{$AiB + VA'Je\+B>'), . 

d’où je conclurai 

• -A*— 3A*B 4 3A*B* —B 3 = (A* — B) 3 , 

«t parconséquent 
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La lettre C étant indéterminée , Qn en peut disposer 
pour que la quantité (a 1 — b ) C soit un cube parfait ; 
lorsque cette détermination sera effêctuée , on aura 



en faisant pour abréger 



V/ (a a — b) C 
C 



c , l’équation 



A ' — /J — c, 

d’où 

B = A 1 — c ; 

substituant dans l’équation a = C (A 3 A B ) , il 
viendra 

4 CA 3 — 3 c C A — a = o. 

Cette dernière aura nécessairement une racine commen- 
surable, si A et B sont rationnels. 

En priant pour exemple la quantité a -f- u V — 1 
du n° 19 , il viendra 

a — a ,n — 1 = y/6 ou 6= — mi , a' — b ~ ia 5 

A'—B~ ± y/ ia 5 C. ~ 

Le nombre ia 5 étant un cube parfait , on pourra faire 
C — i, et on aura 

c = 5 , A* — B = 5 et 4 A 3 — 1 5 A — 2=0. 

L’équation en A ayant pour diviseur commensurable 
A — 2 , donne 

A=a; 

puis on trouve 

£—4 — 5 = — 1 , 

d’où il résulte 

3 

a-j-n y' — 1 = 24 - 1 / > < 
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on obtiendrait par la même procédé , 



V a — 1 1 V 7 — i — 2 — \/ — 1 . 

Soit. encore la quantité 5a + 3o {/à, qui donna 
0 = 5a, l/ù = 3ol/3, a * — 6 = 4* 

JT. 

Ici , pour rendre 4 Cun cube parfait, il faut faire C= a ; . 
il vient ensuite 

A* — B—i t 8 A 3 — SA — 5a = o. 
Maintenant si l’on pose a A=y , on aura l’équation 
y 3 — 3 y — 5a = o , 

dont y — 4 est 1111 diviseur, et l’on arriver^enfin à 
y = 4, A = a, B= 3, * 

d’où 



’ ^ 5a-4-3o V/3 = ( 2 + l/ 3) l/a. 

37 . Ces exemples suffisent pour montrer comment 
on peut parvenir à extraire une racine quelconque d’une 
expression irrationnelle donnée. La difficulté consiste à 
deviner la forme sous laquelle cette racine doit se pré- 
senter; et lorsque cette forme est trouvée, et qu'on en 
compare la puissance avec l’expression irrationnelle pro- 
posée, on obtient des équations en nombre égal à celui 
des indéterminées, et qui doivent conduire à une équa- 
tion iinale ayant des diviseurs commensurables. 

n 

Ainsi , pour ramener a la forme ( A -f- V' B") ^ C 



l’expression V~ a 4" V 6 , on aura 

a + \/b = C(A + \/¥y, 
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équation qui se partagera dans les suivantes : 

\ 1.2 1.2. 3. 4 

{/b=C \Z~B-b etcA 

\i i . a v o / 

D’après ces valeurs , il est visible que 

\/~b=\c{{A+ y' ny-tA — V }; 

et comme 

tf—b=\0{ (. A -f V/ Æ) a "+ 2(^ a — £)"+( ^ — \ZWy K 
— (yt-f-v / 2))“"+2(^ a — £)»-*-( A—ÿliy n } t 
on a, après les réductions , 



c a — ù = C Q (A 1 — B) n ou A 1 






O 



Il faudra donc premièrement , par une détermination 
convenable de C , rendre if quantité une puis- 

sance exacte du degré n ; lorsque cette condition sera 
remplie, on aura une valeur rationnelle de B , qni, 
substituée dans l’expression de A, devra conduire à une 
équation ayant des diviseurs commensurables, si A peut; 
être rationnel. 



De l’abaissement des équations. , 

38. Il y a des circonstances où une équation peut 
être ramenée à un degré inférieur à celui sous lequel 
elle se présente ; cela arrive toujours lorsqu’il existe 
entre ses racines des relations particulières , db qu’elle 
devient divisible par un facteur rationnel. La recherche 
des caractères auxquels on reconnaît qu’une équation 
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• est susceptible d'abaissement , et celle des moyens d’ef- 
fectuer ces abaissemens , font partie ‘de la résolution 
des équations ; c'est pourquoi j’en traiterai succinc- 
tement ici. 

Je supposerai d’abord qu’on ait l’équation 

-f- p x 3 -f q x* -f r x -f- s = o , 

dont les racines soient représentées par a, b, c et d, et 
qu’on sache qu’entre deux de ees racines , il existe une 
relation indiquée par l’équation m a -f- nb = k , ni , net k 
étant des quantités connues, on pourra trouver a et b 
d’une manière fort simple ; car a et b étant les racine» 
de l’équation proposée , on aura 

a^-f-p^-f-qa^-f-ra-f-s — O 
b 4 -f-p b 3 -f- q b* -f- r b -f- s = o 

mais si de la dernière de celle-ci , on élimine b , au moyen 
de l’équation ma + nb = k, l’équation résultante devra 
nécessairement s’accorder aftec l’équation 

a± -f- p a 3 -f- q a 3 -f r a -f- s == o ; 

et puisque l’une et l’autre seront satisfaites par la même 
valeur de a, elles auront un facteur commun qu’on ob- 
tiendra en cherchant leur plus grand commun diviseur, 
et qui fera connaître la valeur de a ( Élétn. 189) : 011 
trouverait b de la même manière. 11 convient d’observer 
que dans le cas où les deux racines a et b entreraient 
semblablement dans la relation donnée, ce qui arriverait 
si on avait m=n , d’où il résulterait 

m(a-(-à) = /î, 

le diviseur commun dont je viens de parler monte- 
rait au second degré. La raison de ce fait est facile à 
appercevoir ; car alors , soit qu’on élimine a , soit qu’on 

élimine 
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élimine b, on tombe sur des équations semblable?, et qui 
par conséquent doivent conduire aune équation donnant 
en même temps l’une et l’autre de ces inconnues, ou 
ayant deux racines. 

Si la relation proposée était l a -\-m b+% — k , on y 
Jpindrait les équations. 

uï -f-pa 3 4-qa a -f- ra 4-r =o 
h* ~\-pb 3 -4-q b i -{-rb-{-s=o 
cf> -f" pc 5 -j-gc a -}-rc + i— o. 

et éliminant, au moyen des deux dernières, b et cde 
l’équation la-j-mb +nç=k , on parviendrait à une 
équation finale qui, ne renfermant plus que a , aurait 
nécessairement, avec a* p^ + qa^-f-ra-j-szrzo , 
un diviseur commun qui déterminerait a : on trouverait 
J etc d’une manière semblable. Si on avait l—m , ce 
qui changerait la relation donnée en / ( a -f- b ) -f- ncz= k, 
comme il serait indifférent d’y écrire a pour b et b pour a, 
le diviseur commun qui donnerait a, donnerait aussi b , 
et serait par conséquent du deuxième degré. EnEn dans 
le cas où la relation donnée serait = 

les trois racines a,b,c entreraient dans le meme divi- 
seur commun, qui serait par conséquent du troisième 
degré. 

Ce qu’on vient de lire par rapport à l’ équation du 
quatrième degré et à des relations ejxprini^s par des 
équations du premier , peut s’appliquer a un degré 
et à des relations quelconques; et on en conclura 
qu’il faut traiter chacune des racines qui entrent 
dans la relation donnée comme une inconnue dis*- 
tincte, former les équations résultantes de leur substitu- 
tion dans l’équation proposée , et joindre ces nouvelles 
équations avec ceHe qui exprime la relation donnée, 
puis éliminer ensuite toutes les inconnues , hors une , que 

F 
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l'on conservera en même temps dans deux équations , 
lesquelles admettront par conséquent un diviseur com- 
mun , qui , suivant le degré dont il sera , fera connaître 
une ou plusieurs des racines comprises dans la relation 
donnée. Jfc 

3p. Je prends pour premier exemple l’équation du 
troisième degré 

x s +px* — q*x — q'pxxcr, 

et je suppose que l’on sache d'avance que parmi se» 
racines , il y en a deux qui sont égales , mais de signe 
contraire : en nommant a et b ces deux racines , on 
tirera d'abord de l'équation proposée 

e 3 -f-pa* — q 4 a — q' p~o 
b 2 -\-pb*—-q' i b — q'p = o. 

La relation donnée entre a et b fournit de plus cette 
troisième équation, b=—a, en vertu de laquelle la 
seconde devient 

— o 3 -f-pa*+ q*a — q*p=o, 
ou en changeant tous les signes à-la-fois, et mettant x 
pour a, 

x 3 — px*—q*x + q'p—o. 

Cherchant ensuite le diviseur commua à cette dernière 
équation, §1; à la proposée, on trouve 




ce qui donne 

x'—q’-o, 

*** ’’ ; 

OU 

x = +q et x— — q- 

Le diviseur est du second degré , car la relation b=. — a, 
équivalente à a+ft=o, demeure la même lorsqu’on 
y change a en b et b en a (38)- 
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IL a question précédente aurait pu ise résoudre de cette 
autre manière : le facteur qui renferme lesdeux racines 
a et b étant x a — (a-f-i ) x -f- a b , devient x* — a*, 
lorsqu'on y suppose, d’ aptes la relation donnée, b=z -g; 
il faudrait donc, si a était déterminé convenablement, 
que l'équation proposée fut divisible parx“ — a*. Or, 
après avoir poussé la division par ce facteur aussi loia 
qu’il est possible , on a pour reste 

— (q , - 4 -a , )x — a*p), 

quantité qui, devant être nulle indépendamment de x* 
( Elémens aio) donné 

q‘ — a*= o, q'p—a*p = 

la seconde <j e ces équations est identique avec la pre- 
mière, dont on tire 

9’ = c*> 

et par conséquent 

.x*— a* = x* — -i t - 

comme ci-dessus. i 

Il sera facile, avecun peud’aftentiôn , dereconnaîtré 
que cette dernière méthode, généralisée convenable- 
ment, doit résoudre toutes les questions relatives à-l’a-» 
baissement des équations. 

4°- Si les deux équations q * — o et q'p q 2 p=o 

ne s’étaieht pas trouvées comprises l’une dans l’autre , 
l’équation proposée n'aurait pas été divisible par iixi 
facteur de la forme x* ' — a 1 , et il n’y aurait pas eu 
par conséquent entre deux de ses racines la relation 
qu'on supposait exister; mais si les quantités p et q , ou 
en général les coefiiciens de l’équation proposée , eussent 
été indéterminées , on aurait pu lesdétermirierde manière 
a satisfaire à cette condition. Les memes circonstances 
se rencontrent dans le premier procédé , car on pourrait 
éliminer a et b des trois équations 1 i -'<) ’ 
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a J +pa* — q'a — q'p = °, 
P +p b> — q'b—q'p=o, 
a-\- b = o. 



«til existerait encore une équation entre p et q , qui se 
Couverait identique dans le cas actuel parcequel equa- 
üon proposée satisfait à la condition donnée , mais qu, 
cela /avait pas lieu, exprimerait la relation qu une 
pareille condition suppose entre les coelhciens de 1 equa- 

tion proposée. • 

On a vu dans le n* ao5 des Élément que lora- 
aucune équation avait dns racines égale;, elle eta,t su»- 
ceptible d'abaissement ; c'est aussi ce qu on peut prouver 
par les considérations précédentes. 

L’équation j*+ P 3 ?+q*+r*+*=o , par exempt . 
fournissant, entre deux quelconques a et è de ses ra- 
cines, les équations identiques 

tf+pa'+qà 1 + ra + s — ° 

p _j_ p P + q P + r b +* = ° » 

conduit à 

tt *_M+p («»-i , ) + 9(^-^)+ r(fl,, - i)sssOÎ 

divisant ce résultat par a-b, on aura l’équation 
P+<?b+ab*+ P+p^+ab+b>) +q(a+b) +r= o , 

qui devient 

4 a 3 -f 3 p o a + a qa + r = ° » 

, „ u. ;i faut donc que , dans cetv» 

lorsqu’on suppose a = G - 11 IdUL 1 ' 

hypothèse , les équations 

p-{-pa?-\-q P + ra-\-s~o 

opa' + aqa + r—o 

• t entre elles un diviseur commun. En suivant cette 
yom, on parviendrait, avec le secours de la propos*. 
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tion du n° 1 58 des Élémcns » au résultat du n° 2o5 du 
Bitme volume. 

On peut encore trouver les racines égales, en consi- 
dérant qu’une équation qui a deux racines égales est 
nécessairement divisible par un facteur de la forme 
x 1 — a a x + ** ; 
par un facteur de la forme 

x 3 — 3ax*-f 3a a x— a*, 
si elle a trois racines égales , et ainsi de suite. 

On parvient ÿ. un résultat plus élégant et plus gé- 
néral» en cherchant ce que devient alors la fonction 
désignée par (A) dans le n° 4- # 

Si l’équation proposée est de la forme 

' ( x — a)*(x—by(x. — c)* X(x — g)(x— A)=c } , 

c’est-à-dire , si elle a n racines égales à a, p égales à b > 
q égales à c, etc. la fonction (A), qui exprime la somme 
des divers quotiens qu’on obtient en divisant l’équation 
proposée par chacun de ses facteurs du premier' degré» 
devient visiblement égale à 

n(x — a)* - ‘(x — by (x — c) ? . .... (x — g)(x — A)* 

+p(x—ay (x — by~‘(x — c)? (x— £)(x-A) 

-fq(x— a)* (x—by (x— c (x-—g)(x— A) 

* ••/... 

-f" (x — ay (x—by (x — c)*. ......... .(x—hy 

4- (x— a y (x—by (x—cy (*—g), 

en observant que les facteurs égaux donnent lé mémo- 
quotient, répété un nombre de fois égal à leur degré d» 
multiplicité; et on reconnaît à l’inspection de cette quan- 
tité , que tous ses termes , ont pour facteur commun , la- 
produit 

(x — ay-' (x — b)r~ l (x — c)* -1 . 

5 
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Mais si l’on substitue dans l'expression de la fonction 
(^) les valeurs trouvées pour les coeiliciens qui y multi- 
plient les diverses puissances de x, elle deviendra alors 
mx m ~ 1 -f- (/n — 1) Px ™~ * -f- (ni — 2) Qx m ~ 3 i T; 
il suit donc de-là que, quand la proposée aura la forme 
qu’on lui a supposée plus haut , les deux quantités 
X m p x m-l Qj"— .... JfTx+U , 

m x m ~ ' -f- (m — 1 ) Px in_i “ -f" (m — 2) Qx m ~ 3 -f- T 

auront pour diviseur commun le produit 
(x — a)" - 1 (x — b)f~‘ (x — %') 1 ~ 
qui renferme tous les facteurs égaux , élevés â un degré 
moindrt» d’une unité que dans l’équation proposée. 

42. L’équation 

x*-4-px 5 -l-qx* + r.x ! 4-i7X , -|-px-f-i =0 
ofFre un exemple du cas où la forme même de l’équa- 
tion proposée fait découvrir une relation entre se» 

racines. Elle demeure la même lorsqu’on y écriteau 

lieu de x , et se trouve seulement écrite dans un ordre 
inverse; il faut donc conclure de-là que si a est une de 

ses racines, - en est une autre. En nommante une racine 

différente des deux précédentes, elle aura encore une 

correspondante -t ; et enfin e étant une racine distincte 

des quatre que je viens 4 indiquer , donnera une 

sixième racine On voit par-lâ que si on désigne par 

e 

a , b, Ct d, e,/, les six racines de la proposée, on auj-^ 
entré elles les relations Suivantes : . 




<fc 
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«u ab~i, cd = 1 , ef—i. 

Il n’est pas nécessaire d’employer ici le procédé du 
n° 38 ; car il est évident qu’en combinant chacune des 
racines a, c,e, avec sa correspondante , pour en former 
un facteur du second degré de la proposée, onauraco* 
trois facteurs : 

X* — -f- X + l 

dans lesquels il n’y a d’inconnu que le coefficient du 
second terme. Si donc on le désigne par z, la quantité 
z ne dépendra que d’une équation du troisième degré , 

dont les racines seront a -f- -, c-+--, e*+--. Quoique 

a c e 

ces fonctions ne paraissent pas d’abord renfermer toutes 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines, il est facile de s’assurer que celles qu’on 
néglige n’en sont que des répétitions. En effet, en ne 
supposant aucune relation entre a, b, c,d,e,f, on 
aurait _ ■' 

a + 2> c + ' c + î; . ; 

♦ b +ï’ d + 2> {*}} 

mais puisque dans l’hypothèse établie 




lesfonctionsde laseconde ligne sontles mêmes que celles 

4 
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de la première, etpar conséquent l’équation du sixième 
degré , qui donnerait cas six fonctions pour le cas géné- 
ral, doit s’abaisser ici au troisième degré. 

43. On peut former cette dernière très-simplement, 
en divisant par x 3 tous les termes de l’equation proposée 

x 5 +pjr , + qjc i + rx 3 + qx a +px-j- 1=0, 

et en réunissant ceux qui sont également éloignés de* 
extrêmes, ainsi qu’on le voit ci-dessous : 

**+ ï?) + ? ( x + r = 

Maintenant si l’on fait x -4- - = z . on aura 

r * 




ou ' x’ 4- a 4- = z*, 

X 

dont on tirerâ 

' *•+ ± = z'- a> 

puis 

. (x+i )> = ,•,. 

. > ) . *. . 

ce qui donnera 

**+3x4-^ i+^-«x J -f.p- + 3 ^x-f-i^ = x«j 

•a * * 

/ ^ | 

et mettants au lieu de x -f- -, il viendra' 

==* 3 — 3 *. - : • 
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Substituant ces valeurs dans l’équation 

* 3 +p- + p(* I +^)-M(* + î) +r = o, 
on trouvera 

z, 1 -f- p 2* -f- ( q — 3 )z +r— np — o. 

Lorsqu’on aura déterminé z par cette équation , il n« 
restera plus, pour obtenir les racines de la proposée, 
qu’à résoudre les trois équations du second degré 

* - V *■ 

x* — à'x-f- 1=0, x* — z"x-f- 1 —O, x* — c*x-f- 1—0, 
dans lesquelles z ' , z" , z " , représentent les trois valeurs 

de z, et qui se déduisent de x + - =* 

- . • x 

Les remarques psécédentes , sur l’équation 

x 6 p 3? q xt -)- ri 3 -j-‘ 7 :c * + P Jï 'f * 1 — 

conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier , 
ont' les mêmes coefficiens , et qu’on appelle équations 
réciproques , parce quelles ne changent pas lorsqu’on y 

substitue - au lieu de x. 
x 

v 44. Soit l’équation générale d’un degré pair 
x a "‘-f~px im ~ , -}-qx 2m ~ :> . . . . .-f-qx*+px-f-t=o; 

r 

on la divisera par x 1 * , et réunissant les termes également 
éloignés des extrêmes, on aura 



% 
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On fera encore x -f- - = a, et il ne s’agira plu9 que d’e» 
déduire successivement 

Or , en rapprochant les résultats déjà trouvés, et calcu- 
lant delà meme manière quelques-uns de ceux qui vien- 
»ent après , on trouvera 



x H = * 

x 



x'4- — r=i* — a 

' JC* 

i 5 + ^=î 3 -ïi 



- 1 i 



-f- “ Z* ^ Z * -f- 9 

æ 5 -f *~s — a 5 — 5 ** + 5 * 



et poussant ce tableau aussi loin qu’il sera nécessaire, 
on reconnaîtra , d’après la loi des expressions qu’il 
renferme, que 

». 1 » n . ”(•» — 3) n(«— 4)(n— 5) 

x" 4 =z" a* M — - -a* + 5 — *■ •- 

r x* J 1,9 1.9,3. 

"(n— 5) (n — 6) («— 7), n-s „ r „ 

1 . 2 . 3 4 

Il est évident par-là que l’équation proposée du degré, 

2 m sera ramenée au degré m. 

Si elle était d’un degré impair, qu’on eût, par 
exemple , 

p X* + q x* q x* ~l-p x + i=o, 



t 
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*n l’écrirait comme il suit : 



** + i +px (x^-f-O +Çx*(x+ 0 = 0» • 

ce qui ferait voir qu’elle serait divisible par x-f - 1 ; et la 
division faite, on aurait pour quotient 

^ + (P~ i)x*— (p — q--i)x*+(p— i)x-f 1 = 0 , 
équation réciproque du quatrième degré. 

Il sera facile d’opérer sur toute équation réciproque 
de degré impair , comme sur celle du cinquième degré. 

45. Ce qui précède s’applique à l’équation 

, ■ y m ~' +y m ~* +y n ~ 3 -fy+.y-M =°» 

déduite deTéquation^' m — î =o divisée par y — î , et 

qui renferme les m— i racines de l’unité, différentes 

de i ( Elérn . i5g ). Il y a deux cas à examiner , savoir: 

celui où l’exposant est pair, et celui où il est impair. 

. « 

Dan» le premier, le nombre m — i étant impair , 
l'équation y m ~' ~hy m ~ : * -+- etc. = o est divisible par 
y -f- 1 .et donne pour quotient une équation réciproque 
du degré m — a , laquelle se ramène à une équation en z 



du degré — . On peut aussi parvenir immédiatement 

à l’équation du degré m — a en y , en observant que, 
puisque la puissance m est paire, on peut satisfaire à 
l’équation y m — i =o en faisant y = dfc î , et que par 
conséquent cette équation est divisible par 

(.y— O (y + *)=y‘ — »• • - • ’ 

- Lorsque m est impair, Féquation 

y m —‘ -f- y m ~~* -f- etc. = o est réciproque et de de- 
gré pair; et on en tire une équation en z du degré 

s W — 1 . V: ; 

' a ^ - — - ; • • - 



I 
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Il suitde-Ià qu’on peut, dans l’état actuel de l'Analyse , 
trouver, par la résolution des équations, toutes les ra- 
cines de l’équation y m — i=o, lorsque m ne surpassa 
pas 10; car l’équation y '° — i =o peut se diviser par 
y — i , et l’équation du huitième degré qui en résulta 
se ramène au quatrième; mais l’équation y 11 — i=o 
n’étant divisible que par .y — x , conduit à une équation 
réciproque du dixième degré , qui ne peut se ramener 
qu’au cinquième (*). 

Il est à propos de remarquer que l’on aura toutes les 
racines de l'équation y “ — x=o, les nombres m et n 
étant premiers entre eux, si on connait celles des équations 
y" 1 — 1=0 et y" — i=o;car en supposant y* — x , 
l'équation proposée se changera en x" — x = o ; et dési- 
gnant par a l’une quelconque des racines de cette der- 
nière , on aura 

y" — a— o , 

résultat auquel on donnera la forme t m — x = o, en fai- 

1 " m 

sant z— t y' a. ‘ 

* 

M. Gauss, dans un ouvrage très-remarquable, inti- 
tulé: Disquisitiones Arithmelicœ , a fait' voir que toute 
équation à. deux termes , dont l’exposant est un nombre 
premier , peut être décomposée rationnellement en 
a autres équations dont les degrés sont marqués par 
les facteurs premiers du nombre qui précède d’une unitti 
■ce nombre premier. Ce théorème ramène , par exemple , 
la résolution de l’équation x ' 7 — i=oà celle de 
. quatre équations du deuxième degré , et celle de l’é— 



(*} La considération des propriétés du cercle donne , pour tous le* 
degrés , tics expressions des racines de l’unité , qu’on trouvera dans 
■ion Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral . 
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quation x'9 — 1 = o, à celle de deux équations du 
troisième degré et d’une du second ; mais pour le dé- 
montrer il faut recourir à des propriétés des nombres, 
que je ne pourrai faire connaître qu’à la Cn de det 
•uvrage. « 

46. Les relations abx=i , c d— 1 , ef — 1 , qu’on 
avait dans l’exemple du n° 4 3 , peuvent être regardées 
comme une seule et unique équation commune aux trois 
couples de racines a été, cetd,e et f) et si, au lieu de 
celle-là, on en avait eu une autre quelconque entre ce* 
mêmes racines , l’abaissement se serait effectué par un 
procédé analogue à celui du numéro cité. 

Soit en effet une équation de degré pair 

x“ -f- Px 3 "— + Qx“-» -f U~ o, 

et telle qu’on ait entre deux de ses racines a et J, une 
équation quelconque , commune avec les couples c et 
d, e et f, etc. Si on fait a -f- b =r z r , et qu’à la place de 
b on substitue sa valeur z' — a dans l’équation donnée 
entre a et b , on pourra éliminer a de cette dernière , 
au moyen de l’équation 

a** -f- P a?”- 1 4- Ça 3 "— -4-17=0, 

et l’équation résultante sera celle qui doit donner z r . En 
faisant c-f-d= 2 * , e-}-/=z", etc. il est aisé de voir 
qu'on doit trouver pour z" , 2 * , etc. la meme équation 
que pour s' , et que par conséquent z , z“ , z* , etc. sont 
les racines de l’équation en z' , qui montera au degré n, 
puisqu’il y a n couples de racines qui remplissent la con- 
dition donnée. 

Lorsqu’on connaîtra z , on aura le deuxième terme 
du facteur du second degré , formé avec les racines a 
et b de la proposée , et qui est 

Æ*-— ou x * — z x-\-ab, 



\ 



t 



« 

■ -# 



Digitized by Google 




*4 COMPLÉMENT 

puis pour obtenir a b , que je représenterai par q , oii 
divisera l’équation proposée par x* — z x -f- q , et quand 
on sera parvenu au reste , on égalera séparément à zéro 
la partie de ce reste qui multiplie x et celle qui en est 
indépendante ; on se procurera ainsi deux équations qui , 
ne renfermant que la seule inconnue q, doivent néces- 
sairement avoir un diviseur commun, dont on tirera la 
valeur de cette inconnue. 

Si le procédé particulier qu’on aurait jugé à propos 
d’employer pour l’élimination , avait , en faisant monter 
l’équation finale piu3 haut que le degré n , introduit un 
facteur inutile ( Elém. 196 ) , la véritable équation serait 
alors le diviseur commun de l’equation dont on vient 
de parler et de l’équation qu’on obtiendrait en formant 
à priori celle d’où dépendent les sommes a-f-é, a-j-c, etc. 
de deux quelconques des racines de la proposée , parmi 
lesquelles se trouveront nécessairement comprises les 
sommes des couples a et b , c et d, etc. 

4y . On étendra facilement ce qui vient d’être dit pour 
le cas des racines de l'équation , combinées par couples, 
à celui où elles seraient combinées trbisàtrois, dans un 
ordre particulier. Si l’équation proposée était du degré 
3 n , et qu’on eût , par exemple , une relation quelconque 
entre les trois racines a, b etc, qui subsistât aussi entra 
d, t et f, et ainsi de suite , on ferait a-\~b -f- c—z, et 
mettant pour c sa valeur z — a — b dans l’équation qui 
exprime la relation donnée , on éliminerait ensuite a et J 
au moyen des équations. 

a 3 * + p a 3 — 1 -f- Q a’" - * .-f. L r =o, 

b 3 * + P b 3 *~' + Ç> b 3 *-* . . . 4 - U=o, 

. résultantes de la substitution de a et de b au lieu de x 
dans la proposée : l’équation finale en z contiendrait 
toutes les valeurs des sommes a-j-i-f-c, d-j-e-^-f, etc. 
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dont le nombre est n. Considérant ensuite le facteur 
x 3 — (a-f-è -f- c)x*-f-(a^-J-ac-)-éc) a : — abc , formé 
par les trois racines a, b, c, et mettant a au lieu da 
a -f- b -f- c , q au lieu dec£-{-ac-f-èc,etr pour ai c , 
il viendrait 

x* — zx*-f -qx — r; » 

a • . 

ce facteur devrait diviser exactement la proposée si q et 
r étaient connus. En égalant donc à zéro le reste qu’il 
laisse lorsqu’on l’emploie dans l’état actuel, et qui ren- 
ferme trois parties , dont la première est affectée de x*, 
la seconde de x , et la troisième est sans x , on aurait 
entre les deux inconnues q et r trois équations; et pat 
l’élimination on parviendrait à deux équations finales 
entre la même inconnue r : le diviseur commun de ces 
équations donnerait r. * 

Il y aurait beaucoup de remarques importantes à faire 
sur cette partie de la théorie des équations; mais je ne 
puis m’arrêter ici. J’observerai seulement que l’abais- 
sement a lieu, en général, lorsqu’on obtient entre 
les inconnues d’un problème possible , plus d’équa- 
tions qu’il ne renferme d’inconnues , ce à quoi l’on par- 
vient souvent en considérant le problème proposé sous 
plusieurs faces ; on trouve alors entre une même inconnue 
deux équations finales , qui , devant s’accorder entre elles, 
ont un diviseur commun duquel on tire la solution la 
plus simple dont le problème proposé soit susceptible, 

48 . Toute équation qui peut se décomposer en deux 
facteurs , s’abaisse nécessairement par ce moyen ; il 
est donc utile de savoir reconnaître quand cette dé- 
composition peut s’effectuer. Le procédé indiqué dans 
le Ruméro 210 des Elémens, et déjà rappelé plus hai t , 
su (lit pour obtenir l’équation finale de laquelle doit 
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dépendre la décomposition d’une autre en deux facteur* 
de degrés donnés , mais je vais revenir sur cette recher-» 
che , par une méthode plus simple , fondée sur les 
considérations du numéro i83 des Elémens. 

Soient*, y, les trois racines de l’équation 

x* P x 1 + Qx + R = o; 

elle sera nécessairement le produit des facteurs x — et 
x — j8, et x — y. Si on la décompose en deux facteurs 
x*-j-Ax-f-B et x-f- A', il est évident que le premier 
doit comprendre deux quelconques des facteurs rappor- 
tés ci-dessus , et quex -f- A ’ , est identique avec celui qui 
reste. Mais on peut combiner les facteurs x — x — £ , 
x — y deux à deux de trois manières différentes : ainsi 
l’équation proposée pourra subir trois décompositions 
distinctes-, et comme rien n’indique celle qu’on cherche 
en particulier, elles doivent se trouver comprises toutes 
dans le résultat qu’on obtiendra. , 

Si on multiplie l’un parl’autre les facteurs x^Ax-f-B 
et x + A' , et que l’on compare le produit à la proposée , 
ontro'uvera, pour déterminer lçs coefficiens A, B et A', 
les équations 

A -j- A' ~P , B+AA' — Q et A'B = R. 

Quelles que soient parmi les inconnues A , A' et B , le* 
deux qu’on élimine , on arrivera à une équation finale 
du troisième degré. 

Cette dernière peut aussi s obtenir u pTion j car si c est 
A' qu’on cherche , la question revient à trouver l’une de* 
racines de la proposée , puisque x-+-A' = o donne 

- 4' ; on doit donc rencontrer pour équation finale 

celle qu’on obtiendrait en changeant x en A! dan» la 
proposée : si c’est A qu'on cherche , ce coefficient , dé- 
pendant 



/ 
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pendanf de la somme de deux quelconques des racines 
de la propose, a nécessairement trois valeurs , qui sont 
— ( <*-h Z 3 ) » —(« + >), — (£+>), etpar consé- 
quent il est égal à — zdans l’équation du numéro 7. Pour 
parvenir à l’équation en B , il faut observer que B est 
le produit de deux quelconques des racines de la pro- 
posée , et qu’ainsi B a trois valeurs, savoir : tty, j 3 y ; 

multipliant donc entre eux les trois facteurs B — a. /S, 
B — <ty , B — @y, et chassant les lettres n , 0 , y, on 
aura l’équation demandée. De quelque manière qu’on 
opère, on n’obtient dans ce cas qu’une équation du 
troisième degre , aussi difficile à résoudre que la pro- 
posée. 

4 g. Soit maintenant l’équation du quatrième degré 

. x* -f- Px 3 -|- Çx 2 ~f~ Rx -f- S = o, 

ayant pour racines et, 0 , y et f -, la décomposer en deux 
facteurs x“ -f- Ax et x* -}- A' x -f- B' , c’est com- 
biner deux quelconques des quatre facteurs x — a. , 
x — j2 , x — y , x — ,ce qui peut se faire de six ma- 
nières différentes. Aussi , en cherchant à déterminer par- 
la comparaison du produit des facteurs x* -J- Ax -f- B 
et x 2 4- A'x 4- B' , avec la proposée , les coefficiens A, 
B , A[ et B', trouve-t-on, après l’élimination de trois 
quelconques d’entre eux, que l’équation fmale d’où dé- 
pend le quatrième est du sixième degré. 

a 

En effet, le produit - . 

x*+ {A + A")x 3 -\-(B+AA'+B')x 2 
-4 -{A' B-^AB , )x + BB' ) 

V + 

comparé terme à terme avec 

x‘ + Px 3 4- Qx % 4- R x 4 - S, 
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donne les équations 

A + A'=P, 

b + aa' + b'~Q, 

V A! B + AB' — R, 

B1 Ÿ — S. 

On tire de la seconde et de la troisième 

_ A (0 — AA'') R 

B = "CT 

n-A'( n-Jj) 

B = A^~ A! 

Mais la première donnant A' — P — A, on aura 



B = 



A ( Q — A (-P— A))-R 



qÂ — P 



s. R— {P- A) {Q— A {P — A)') . 

B = 7 a A — P 

et substituant ces valeurs dans la quatrième , on obtien- 
dra , après les réductions , 

A*- 3 PA S + C 5 P* + 2 Q ) A* — . P (. P* + 4 Q ) A 3 j 

) Cfl) • 

P qr—P>S^-R*—o v V 

Cette équation pourrait aussi se déduire immédiatement 
de la formation des coefliciens A, A', B, B'; au moyen 
des racines de la proposée, » 

Y par exemple , étant la somme de deux quelconques 
des racines *, »,*,*, * les six valeurs suivantes : 

— (*+l?5, — (*. + >) * — + 

— — (£ + <n> — (> + *)■ 
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-B en a pareillement six, qui sont 

ctli , *y, <*<f, 

@y, » yf> 

* et les équations qui doivent donner si et B se formeront 
comme il a été indiqué dans le numéro 7.* Il est facile de 
voir que les équations en A' et B' seraient semblables 
aux équations en A et B. 

Au reste, quand A et B sont connus, on a ' t 
A’ — P — A 




Il est remarquable que la supposition de P — o fait 
disparaître tous les termes affectés des puissances im- 
paires de A , dans l’équation (R ) , qui par-là devient 
résoluble à la manière de celles du troisième degiif . Les 
commençans verront sans doute avec plaisir la cause de 
cette simplification. 

L’équation proposée se réduisant alors à 

x* -f- Çx 1 -f-iRx-f -5 = o, 

ou étant 6ans second terme , il faut que la somme de * 
ses racines, tant positives que négatives, soit mille; 
c’est-à-dire , que la somme des unes soit égale à celle 
des autres, abstraction faite du signe; on aura donc 

« -k 0 + y -h J' = O , 

* d’où on vott que 

<t -f - /S — (y -h J), 

* + y=s-0 3.+ <T), 

<* + «? = — 

et que par conséquent , dans cette hypothèse , trois des 
■ a 
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valeurs de A sont respectivement égales aux trois autraa 
prises avec un signe contraire. Il faut donc que l’équa- 
tion en A soit de la forme 

A 6 b A* d A* + f •=. o { Elém. po8 ). • 

5o. Sans supposer P = o dans l’équation (/?), il suffit 
d’en faire disparaître le second terme; tous ceux de 
degré impair disparaîtront en même temps, ce qui la 
rendra encore résoluble à la manière du troisième degré. 

Eh effbt le coeiïicient du second terme de cette équa- 
tion étant la somme des valeurs de A prises avec un 
signe contraire , sera d’après ce qui précède , égal à 

J) ou à — 3 P , 

et pour faire disparaître le second terme , on fera 
A — A“ {Elém. aog) , 



d’où 



A a — A — ~\ 

a 



mettant pour P sa valeur, et substituant successivement 
chacune de celles que doit avoir A , on trouvera ce* 
résultats : 

- i *+r)+ ‘‘+* + * + * =* >+’ 7*- g (.) 

- ( .+y)+ t ± J + . * . + 

- (.+ o+ “ + *f*W + V~ J P) 

^ (t + ^+i±l±2+J = t±±=l=> 0) ■ 

-( >+ «+l±i±Z±f s =l±î=2=Î0i 
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parmi lesquels ceux qui sont suivis des mêmes chiffres 
ne diffèrent que par le signe. Les six valeurs de A" seront 
donc deux à deux égales et de signes contraires , et par 
conséquent l’équation en A u ne renfermera aucune puis- 
sance impaire de cette inconnue. 

L’équation qui donnerait B serait, dans toutes les 
hypothèses, du sixième degré et complète. 

On voit par ce qui précède que l’équation du 4 ' degré 
peut toujours s’abaisser à une du second , au moyen de 
la résolution d’une du troisième. Les coefficiens des fac- 
teurs x % A x-\~ B et x* A' x -f - B', étant détermi- 

nés, la résolution de ces facteurs, considérés comme 
équations du second degré , donnera les racines de la 
proposée : voilà donc une méthode propre à résoudre le» 
équations du quatrième degré , et c’est en effet celle que 
Descartes adonnée ; mais elle est particulière à ce degré. 
Son succès tient aux circonstances que nous venons de 
faire connaître d’après Lagrange , et qui n’ont lieu que 
dans le quatrième degré. Les considérations indiquée* 
dans le n° 184 dès Elémens , combinées avec celle du 
n° 7 et des précédens , font voir qu’elle ne peut s’appli- 
quer aux degrés plus élevés. 

5 i. Ce qui précède raroèna enqore à la possibi- 
lité de décomposer toute équation du quatrième degré 
dont les coefficiens sont réels, en deux facteurs réels 
du second , mais par^un chemin quf présente quelques 
circonstances remarquables. Je suppose, pour simplifier 
les calculs , qu’on ait fait disparaître le second terme de 
cette équation; l’équation (/J) devenant 

A e + aQA 4 + (Ç* — 4.S) A* — fl* = o (TT), 

son dernier terme sera essentiellement négatif ; ellç aura 
donc deux racine* réelles , l’uae positive et l’autre néga- 

3 



/ 
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tive ( Elèm . ai/})- L’expression de B , trouvée dan* te 
numéro précédent, réduite à 

. p _ A{Q + A')-R 

a A ‘ 

donnera nécessairement une valeur réelle pour B , et le* 
équations , • 

A' = P — A ou A'^ — A, »t jB'=~ 

en donneront aussi de réelles pour A' et B' -, ainsi le» . 
facteurs supposés seront réels. 

J 

Il y a cependant un cas particulier où on ne pourrait 
les déterminer par les formules ci-dessus. Ce cas répond 
à R = o ; on a alors 

A — o et B = z 

expression indéterminée ( Elan. 69 V. L’expression 
générale de B se trouve en défaut daps ce cas , parce 
qu’à une même valeur d k A , il en ‘correspond deux 
de B ( Elèm . 191 ). En effet , si l’on reprend les quatre 
équations primitives, entre les inconnues A, A ' , B et B' , 
on les réduit à 

• • 

A!~o* B B' •=. O , B B' = S , 

* » 
à cause de A ~ o , de P = o et de R = o ; en softe 

que B et B ' sont les racines de l’équation du second degré 

• - f * * 

QB + S — o, 

yÀ . * 

et que les facteurs sont par conséquent 

' ^ x 1 -f- B , x 2 -f B ' , 

ou . 

*+ÏQ+\^V=S, **+*<?— V 

> ê ■ 



V 
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on les déduirait de même de la proposée , qui devient 

• x* -f- Ç)x* rf- S = o. 

«t • 

Ces facteurs seront imaginaires si 5 , étant positive, 
surpasse { Q* ; mais ils conduisent à d’autres facteurs 
réels. En faisant, pour abréger, 

* iQ = a, 

et résolvant ensuite les équations 

x a + a + by / — 1=0, x^-f-a — b \/ — i=?o , 

on aura les quatre facteurs du premier degré % 



+ [/~—a—b l/— i \xW —a+b }/ 



— — a — b — î. ; x — — a-j-b \/ 



3 } 



dont le produit forme la proposée. Si maintenant on 
multiplie entre eux ceux de la première ligne, puis ceux 
de la seconde, on aura deux nouveaux facteurs du se- 
cond degré, 






—a — b V/ — i + ~—a-\-b y' 

+ V 



— i}x) 

a‘-f -b 1 ) 



x* — \y — a— by' — i — a-\-b \/ — 1 J x 

+ VT+b* 

qui,, d’après le n® 20 , reviennent à 



x 3 -f- x \/ — a a -f- a V/ a 3 -f- b % -f- l/a“ -H b 1 , 
x a — x |/ " — 2 a -f- a y a u -{-b* - j- V ô* + b 3 ; 
et sont par conséquent réels. 

On voit par-là que les facteurs du second degré trou- 
vés en premier lieu, n’étaient imaginaires que par l’effet 
dune combinaison particulière des facteurs du premier. 

4 
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De V évanouissement des radicaux ; de la manière de 
former une équation lorsqu’on a l’expression de sa 
racine. • 

5 a. Ontre les moyens analogues à celui dont on s’est 
servi datis le n° 18b' des È/emens , pour faire évanouir 
les radicaux, il en existe un autre qu’il est bon de con- 
naître , et qui consiste à former en même temps toutes 
les racines de l’équation d’où doit dépendre la quantité 
proposée. 

Pour prendre d’abord l’exemple le plus simple , soit 
x = y/ A ; il est évident que puisqu’un radical quarré 
peut etre affecté indifféremment du signe ou du signe 
*— , on doit regarder x — — y/ A comme la seconde 
racine de l’équation d'où dépend la première. Multi- 
pliant les deux facteurs x — y/ A, x -f- V ^ > l’un 
par l’autre, et égalant le produit à zéro, on trouvera 

x * — A — o j 

• . 

pourl’équation rationnelle à laquelle appartient x= y A. 

e . * _ # 

Si on avait r= y/ A , on mettrait successivement dans 
Cette équation les trois racines cubiques de la quantité 
A ( Elèm. 1 5 q ) , et faisant pour abréger 



y/_5 

o 



J, 



il viendrait v 

A ‘ ’ * 

I 3 ' 1 

X — y A , x — *.ÿA t x — (i y/ A\ 
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» 

ce qui donnerait les facteurs 



io5 



x ■ — \/ A, x — a y/ A ,. 

v 

dont le produit serait 



3 ] 3 

x 3 — \/ A i x* -f- et \/ 



■ -&V A, 



• J -, 

* -ety/H 



' s _ ) ) 
et \/ A* I x —eif} A I 

H 0 ' 



— BV A J +et/2 l/A‘ 

t 

Mais puisque t , et et /3 sont les trois racines de l’équa- 
tion j* 3 — 1 = 0 , qui n’a ni second, ni troisième terme, 
il s’ensuit qtie 

l+et-f-i g= 0 , et+(l+etjl=X > ,' lX*X/?=*$=l> 

et que par conséquent le produit ci-dessus se réduit à 
x? — A = o, 

comme on devait s’y attendre. 

53. Je passe maintenant à l’expression 

• 3 â } ' . ' 

x=*{/A+ {/B. • 

Pour obtenir toutes les racines de l’équation de laquelle 

• f 

« , " % 

3 3 - . ^ \ 

doit dépendre la quantité [/ A+[/ B, il faut combiner 
de toutes les manières passibles les diverses expressions 
dont sont susceptibles les racines cubiques de A et de B. 

On formera ainsi neuf valeurs de x , dont on tirera les 
facteurs suivans : * 



Digitized by Google 




106 -COMPLÉMENT 

3 S _ 3, 3 S 3 

x — V A — V~B,x — a.\/Â — \Z~B,x — VA — « V & > 

3 3 3 3 __ 3 3 

X tt V A SC V % — * V A — 0 V x — $ V'À et V & « 

3_ 3 3 3 3 3 

x—&VÂ—$VB,x—(}V~A— V B,x — v A — 13 v B \ 

ai on multiplie ces facteurs entre eux, on parviendra à 
un produit qui ne renfermera que des fonctions symé- 
triques des quantités et et 0. Ces fonctions s’obtiendrofc: 
en cherchant par les formules du n 8 i5, les sommes 
l -f- et 1 , i -f-st 3 -\-0 3 des puissances des racines de 
l’équation y 3 — i = 0 ; mais ce calcul peut s’effectuer 
d’une manière plus simple , en faisant à chaque multipli- 
cation partielle les séductions qui se présentent en vertu 
des équations 1 -f-*4-j3=o, tt-j-0-f-ct0 = o, &0~ 1 , 
rapportées pins haut, çt en observant que a}~0 et 
.0 1 z= et : l’opération étant finie ; il ne restera aucun 
terme irrationnel. 

5 4 - U est facile de voir que le procédé indiqué ci- 
dessus n’est autre chose que l’élimination effectuée par 
un moyen analogue à celui du n* 9 . En effet, ayant 
posé les équations àdeux termes t 3 — A = 0 , u 3 — B= o, 
d’où il résulte ar — t — u= o, si on substitue dans cette 
dernière, au lieu de u et de t , toutes les valeurs que 
peuvent avoir ces inconnues , et qu’on multiplie entre 
eux les résultats , ils seront des fonctions symétriques 
i des racines des équations fi—A—o , u 3 ■*— B — o , et 
pourront par conséquent s’exprimer d’une manière ra- 
tionnelle. • 

■> • . v|-‘ / * • % 

En commençant par éliminer t , ce qui se fera «n mul- 
tipliant entre elles les trois quantités 

,3 3 3 

x — u— Va, x — u — et Va , x — u—0V~Â 



♦ 



Digitized by Google 




DES ÉLÉMENS D’ ALGÈBRE. 1 07 

qui résultent de la substitution des trois racines de 
l’équation t 3 — A—o , dansx — t — u~o, il viendra 



(x — u) 3 — \/ Aa(x — A V A*i(x — h) — a&A;- 



-«V/if 



+ J8 VM 



-/s Va' 



-f*j2 V A\ 



résultat qui se réduira à 



(x — u y — A — o. , 

Mettant ensuite , au lieu de u , ses trois valeurs 



3 3 3 

y b, *v~b, $vb, 

il viendra 

3 3 3 

(x—V Bf—A, (x—«.V**Y—A, (x—&V~B?—A-, 

développant ces quantités , et faisant leur produit avec 
l'attention de réduire toujours les fonctions de et et de /3, 
d’après les relations établies dans le n° précédent , on 
retombera encore sur le mênjp résultat. 

Je ne rapporte point ici le calcul qui serait assea 
long , et je n’ai un peu insisté sur la méthode que parce 
qu’elle a l’avantage de faire voir à priori à quel degré 
doit monter l’équation rationnelle dont on a la racine. 

J’observerai' que d’exemple ci-dessus peut encore être 
traité d’une manière bgaucoup plus spnple , ainsi qu’on 
l’a fait n° 20 ; car si on élève au cube les deux membres 

3 . 3 _ 

de ï équation x= V 4 -f- V B , on aura 

3 3 

x'z=A-\- 3 V A 1 B + Z V AIP-\- B y 
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transposant dans le premier membre les termes Ac t /?* 

il viendra 

3 3 

X 3 — A — B = Z\/ A'B + 3 l/AA 1 -, 

' ' ' $ 

mais 

\s ; A*JJ+\/ AÜ*=V AU(l/' J + \/ L-y -=.x\/ AB ; 

3 _ 

donc x 3 — A — B—Zx\/AB\ 

, ( ’ 

cubant les deux membres de cette équation , on aura 

(, xZ—A'—Bÿ—a/jABx* , 
résultat rationnel facile à développer. , 

55. On peut, parce qui précède, trouver le facteur 
par lequel une fonction irrationnelle proposée étant 
multipliée, il en resuite u» produit délivré de radicaux. 
En effet, si on forme toutes les racines de l’équation 
d’où dépend l’expression irrationnelle «proposée , leur 
produit , abstraction faite de son signe , étant égal au 
dernier terme de cette équation , sera rationnel , et par 
conséquent le produit d# toutes celles qui sont diffé- 
rentes de la proposée donnera le facteur demandé. 

• . S *3 

Ayant, pâr exemple, x“ A; si on fait le 

produit des huit autres valeurs de x, ce produit sera tel; 

3 3 • 

qu’étant multiplié par \/ A-\- \{ B , il en résultera une 
quantité rationnelle égale au dernier terme de 1 équation 
finale en x, pris avec un signe contraire. 

, * 

56. Euler ayant remarqué que dans les équations du 
deuxième et du troisième degré, -sans second terme , les 
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__ S 3 _ 

racines étaient de la forme x — \/ A, x= ÿ A-yy B, 
conjectura que celles des équations du quatrième et du 
cinquième degré pourraient être représentées par 
4 4 4 s 5 5 _ 5 

x=y A+[/B+yc,x=\/*4+\/ir+\/c-i-Vo> 

et qu’en général la racine de l’équation du degré n serait 
de la forme 

n n • n n n 

a*=v ^+j/l + .i/l;+v/7j + ^£+ 

le nombre des radicaux étant n — 1 . 



Après avoir mis ainsi en évidente dans chaque degré 
les radicaux de ce degré , il pensa que les quantités 
A, B, C, D , etc. ne pouvaient renfermer que des radi- 
caux d’un degré inférieur ; et ne dépendraient par con- 
séquent que d’équations d’un degré inférieur à la pro- 
posée : mais une observation plus attentive de la forme 
des racines des équations du troisième et dû quatrième 
, degré, et la difficulté qu’il éprouva à former l'équation 
du Cinquième , d’après la racine qu’il lui supposait, le 
déterminèrent à modiGer la forme de cette racine. Il 
prit la loi suivante : 

a +* . 

a' degré x=A\/u “ » 

* .3 

3’ x—A y u-\-B y 1 u * 

4 4 __ 4 __ 

4* xz=A y u-yB y C\/ u 3 

. 4 * v 

5 5 5 ■» 

5' xxzA \/ u -y b y' u^-ycy' u 3 -yD y u* 

et en général t 

n n n _____ n n _________ 

arstjjf y'u-yBy'i**^ycy' u s -yDy u 3 -y...-\-M\S u’ , ~* , 
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COMPLÉMENT 

les quantités A , B, C, D. .. Met u, étant indéter- 
minées. • 

Les formules ci-dessüs contiennent implicitement 
toutes les racines de l’équation dont elles dépendent. 

Pourle troisième degré^ par exemple , la racine cubique 
de u ayant trois expressions , savoir : 

s _ s 3 

V/b, ety'u, (î^u, 

son quarré en aura pareillement trois , qui seront 

s 3 3 

v/u\ 'fÿu.’ 1 , Pÿu* 

' ' \ 

et on en formera les trois racines en combinant chacune 
de ces valeurs avec sa correspondante , ainsi qu'il suit : 

3 3 3 3 3 _ 

a <r=A \/ u-\-B y' u*,x=xAtt \/ \/ u*,x=A(i \/ u-\-B{i* \/ u 

Rien n’est plus facile maintenant (7 et i5), que de 
foimer l’équation d’où dérivent les racines ci-dessus , 
et on trouvera . • 

x 3 — 3 AB ux— A 3 u — B 3 u % = o. 

En comparant oette résultante avec 1 

x 3 + px+ç=o, 

il vient 

>, , • t 

p ~ — 3 A Bu-', q~ — A 3 u — B 3 u*. 

* ‘ . - ' 

Comme il y a dans ces deux équations trois indéter- 
minées , A ,B et u, on peut s’en donner une à vôlonté. 

Euler a fait A= 1 , cequi donne B r=— Substituant ' 




# 
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DES BÉÉ MENS D’ ALGÈBRE, 
dans l’expression de q , on obtient 



P* 

q — — u- f- , 

uju 



et par conséquent 

• • ; r \ 

P* 

27 • 

. /* ; *;« -J r 

d’où u=—{q± y t?/3 3 4-4<7“- 

De q z= — A 3 u — B 3 u % , on tire - 

9 

B 3 u* = -q—A 3 u^=- ïqz£ \S $ p* + *^7 
donc enfin 

3 _ 5 > 

a \/Z=y ï q — V\ .V p 3 ■+■ i <?. 



B v/nt= \T-hq + Vh? +\q\. 

Ces expressions donnent pour x la valeur du n° i6. 

Au lieu de former l’équation 

x 3 —'5ABux — A 3 u — B 3 u* = o. 

à priori, comme je l’ai indiqué ci -dessus', Euler, 
qui connoissait d’avance le résultat auquel il devait par- 
venir, se sert d’un moyên qui peut être commode dans 
beaucoup d’occasions , pour reconnaître si une expres- 
sion proposée est la racine d’une équation donnée. II 
sustitue dans l’équation x 3 -f- p x -f q =o , au lieu de 
« et de les valeurs 

„ J y- i J j 

JVu + Bÿu\ Vu + Bÿu') 3 , 







ua 
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ce qai donne 



APu^ZA'Bu i/u-f-3A B 1 u j/u“ -f- B 3 u* ( „ 

3 _ 3 

+ pA\/u + pB\/u'+q 

s _ 3 

Pour que la valeur A \/ u-f- B ÿ u* convienne à tous 
les cas de l’équation x 3 p x q =o , il faut que 

3 

l’équation ci-dessus puisse avoir lieu, quand même u 



et V u* seraient des quantités irrationnelles différentes. 
11 suit de-là que les termes rationnels doivent se détruire 
à part, ainsi que les termes irrationnels : on doit donc 
avoir séparément 



A 3 u-\-B 3 u*-{-q=o , 3A 1 Bu-\-pAz=o , 3AB’ t u-\-pB=o ; 

les deux dernières équations ne sont autres que 

3 A B u-f- p = o , multipjié d’abord par A , et ensuite 
par B. Ce procédé conduit , comme .on voit , au meme 
résultat que le précédent. *• - 

67 . Je ne suivrai point Euler dans les détails de 
l’application de sa méthode au quatrième degré -, je 
me bornerai à donner l’expression des racines dans 
ce cas , et pour cela, je ferai observer que les racines 
de l’equation y* — 1=0 sont 

y — i, y——i, y = 4-V / — y=— V' — 1 • 

en multipliant par ces valeurs la quantité \/ti , on aura 
les quatre expressions dont elle est susceptible ; formant 
ensuite leut quarré et leur cube , on trouvera les diverses 

expressions 
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DES ÉLEMENS D’ALGÈBRE. ji3 
4 _ 4 — 

expressions de y u* et de y u i , et combinant ensemble 
les résultats fournis par une même valeur dey , on aura 

4 _ 4 _ A _ 

*= Ayu+B\/u' + cy'u i 

4 4 4 _ 

x——A y u+b y/u.'—cy'u^ 

4 _ 4 . 

*= * • »/u_ Bi/u‘— cy/~n. y/z* 

x——Ay~L . \/u—B\Zu‘ + C[/—7.l/Zi. : 

L’équation dont on vient de former les racines étant ob- 
tenue, onia comparera à x4-f p x*-\-qx+ r = o- et 
comme on n’aura encore que treis équations, on pourra 
prendre arbitrairement l’une des quatre indéterminées 
A , B, C, u. Eujer fait ici B = f , et parvient par ce 
moyen à une équation du troisième degré en u\ mais s’il 
eût fait u = i, et qu’il eût voulu déterminer B , il serait 
tombé sur une du sixième, et sur une du vingt-quatrième 
s’il avait cherché A ou C. 

58. Euler passe ensuite à la formation de l’équation 
du cinquième degré. Les calculs qu’il est obligé d’effec- 
tuer dans cette recherche sont beaucoup trop longs pour 
trouver place ici; cependant sa marche est trop élégante 
pour n’en pas donner une idée. 

En désignant par *, /?, y et =f, les quatre racines de 
1 ’équationy 5 — î =o ,. autres que l’unité , les cinq ex- 

5 

pressions de u seront 

5 * 5 /- 5 - 5 - 5 _ 
yu, a Vu, (Z\/u, yy'u , Jl/wj 

«t formant leurs puissances , on trouvera que les racine» 
a- H 
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de l'équation du cinquième degré sont 

s s 5 g 

X5= -5 \/ u * “H C u i 4" E \/ u* 

5 _ 5 5 5 

x—Aa v/ C * 3 V^u 3 / u+ 

5 _ 5 5 5 

x— A & \/ u+ B (P ÿ C (P \/ u* -\-D(î* ÿ u* 



S 5 5 5 

*;= AyV / u+By*\/u> + Cy 3 \/u 3 + DyW^ 

S S 5 5 

x=AÏ \/û+BS>\/u'-\- CP\/u 3 + DP\/u + 

Il serait très-long de former par la multiplication 
l’équation résultante de ces cinq racines ; mais on aura 
(8) ces valeurs 

P— — S, , 



0 = 



PS.+S' 
a * 



R = 3 

etc. 

t 

Si donc on fait successivement la somme des cinq 
valeurs de x , celles de leurs secondes , troisièmes , 
quatrièmes et cinquièmes puissances, on en déduira le* 
coefficiens P, Q , R, et T, de l'équation 

I ' * 

qui renferme ces valeurs. # 

En prenant d’abord la somme des 'premières puis- 
sances , on a , 



/ 
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5 * 

S, = A ( 1 + » -f £ + y + y ) y/u 

5 _ 

+ ■*(» +* + p + y + j‘) \/u» 

~h C ( 1 + * 3 -f- P + y 3 -f- P ) \/ u* 

5 

+ i) ( i -f- «t* -f- £* -f- y _f_ J4 ) 

expression qui se réduit a zéro ( i5 ) , ce qui fait voir 
que l'équation cherchée ne doit pas avoir de second 
terme. ». 

On trouverait de même que S „ , S 3 , etc. contiennent 
les sommes des puissances des racines î , « , jS , y et <f 
déterminées dans le n° i5. 

5 9 . Pour trouver, d’après le procédé indiqué dans le 
n 6 54, l’équation dont la racine est 



* B fi U 

X=A V/“4 -B]/ w a - {- C l/ n 3 If- Q +ü/v/? = é" > 

n 

»n fera V 7 u==y, et on aura à éliminer y entre les deux 
équations 

y— «=o, * 

x ~ A yi* s y' + £> 3 + z>y — f My—' . 

L équation finale ne montera qu’au degré n , et n’aura 
point de second terme ; en la comparant terme à terme 
avec la formule générale 

x" -f- P x n ~ - + Q x n ~ 3 -f. XJ— c , 

on obtiendra un nombre n — 1 d’équations ; et comme 
d y entrera n indéterminées. A, B , C, etc. u, on 



l 
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pourra se donner une de ces indéterminées à volonté. Si 
on fait, par exemple, u=i , on tombe sur les deux 
équations auxiliaires 



y— 1=0, 

x = A y -j- By % -(- Cÿ* -f- Dy* -f- My n ~ l 

I 

employées par Bezout dans la méthode qu’il a proposée 
pour résoudre les équations, et qui revient, ainsi qu’on 
le voit', à celle d’Euler. 

Go. Pour former, par l’une ou par l’autre des méthode* 
exposées ci-dessus, l’équation dont on a la racine, on ne 
rencontre d’autre difficulté que la longueur des calculs; 
mais lorsqu’on cherche à déterminer les quantités 

A, B , C u , par la comparaison du résultat avec 

l’équation générale du degré n, on tombe dans une 
équation finale, ou une réduite, dont le degré surpasse 
de beaucoup celui de la première. 

" Il faudrait examiner si cette équation finale ne con- 
tient pas des racines inutiles à la question, ou si elle ne 
peut pas s’abaisser. Lagrange et Vandermonde , par des 
moyens assez différens , se sont occupés de cette re- 
* cherche , et ont trouvé qu’on ne pouvait abaisser qu’au 
sixième degré la réduite du cinquième» 

C’est une question qui n’estpas encore résolue, que de 
savoir s’il est possible ou non d exprimer la racine d une 
équation par une fonction composée d un nombre limite 
d’expressions radicales d’un degré égal oU inférieur à 
celui de la proposée. Si l’affirmative était prouvée , il ré- 
sulterait des réflexions que Condorcet a faites sur cette 
matière dans le tome Y des Mémoires de T urin , que l’on 
n’est arrêté dans la résolution générale des équations que 
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parla longueur des calculs à effectuer. En efFet, si la 
racine de l’équation du degré n avait la forme 

n k n 

ar=: A + [/ B + \/~C 

il pourrait arriver que l’équation qui doit donner À 
s’élevât au-dessus du degré n , parce qus la valeur de 
cette quantité serait comprise dans celle d’une fonction 
susceptible de {dus de n, formes differentes , par les 
diverses combinaisons des radicaux d’un degre inf rieur 
à n qui s’y trouveraient contenus. Si, dans ce cas, ^/pou- 
vait être , par exemple , de la forme 

l "/U -f Ÿ'ÏÏ 

et que A' fût une quantité sans radicaux , ou n’en con- 
tenant au plus qu’un du second degré, l’équation en A 
serait nécessairement réductible au premier ou au second 
degré ; et un tel abaissement serait facije à recon- 
naître. Si A' n’avait pas cette forme , mais qu’il 
y entrât encore des radicaux d’un degré n" , en les 
mettant en évidence et raisonnant comme tout-à-l’heure , 
on prouverait la possibilité de parvenir à une équation 
du premier ou du second degré , par rapport à l’une des 
quantités contenues sous ces derniers radicaux. Il est 
facile de pousser ces considérations aussi loin qu’on 
voudra , et de s’assurer , par leur moyen , que si l’expres- 
sion de la racine d’une équation quelconque est compo- 
sée d’un nombre limité de radicaux' tant ajoutés ensem- 
ble que posés les uns sur les autres, il faudra nécessai- 
rement qu’en les faisant disparaître successivement, et 
par une méthode qui n’introduise pas de facteurs inu- 
tiles, on parvienne, par rapport à la quantité rationnelle 
qui se trouve placée sous le dernier radical, à une équa- 
tion du premier degré. 




Il3 COMPLÉMENT 

C’est la fécondité même de l’Algèbre qui augmente la 
difficulté de ces recherches. ‘L’équation finale ou la 
réduite qu’on obtient, renferme toutes les valeurs dont 
les quantités A , B , C, etc. sont susceptibles ; l’expres- 
sion de l’une quelconque des racines de l'équation, pro- 
posée , par des combinaisons convenables des diverses 
valeurs des lettres A , B , C, etc. devient successivement 
celle de toutes les autres racines-, et enfin l’on résout 
souvent en même temps plusieurs équations différente* 
de la proposée , ainsi qu’on l’a vu pour les équations du 
troisième degré, dans le n° 16. 

61. Il est visible que lorsqu’on prend une expression 
radicale qui ne contient pas autant d'indéterminées que 
l’équation générale du degré auquel elle se rapporte 
renferme de coefficiens , l’évanouissement des radicaux 
ne conduit qu’à une équation particulière : je vais ea 
donner un exemple. 

Si l’on suppose seulement 

R » 

*= V~Â+V~ü, 

les puissances de cette expression pourront être mise* 
sous la forme 

b n B n 

\/ AA-y/ B —{/A-t-v'B 

n n n n n 

( v/“7-f \/7iy— y/A>+ \/1 p+o. \Z1Tb 

(V'a- j- V~ B Y— V~Â'+ 1/^+3 ^ÂÎK Î/A+ \/B) 

n n n « n ■ n n n 

(\/À+\/By=[/A*+\/ B*+ 4 \/ A£(\/ A>+\/ B >)+6 \Z~Tlr 1 

n n n n n n n 

( y'Â-h ]/b 3 +5 v ' ab( v'â ; + V'ip') 

n n n 

+1 o \/A*B\ V A-\- \/b 1 
çtç. __ V ", ‘ 
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DES éLÉMEHS D’ALGÈBRE. 1 ig 
«t si de ces équations on tire successivement les valeun 

n n n n 

de y/ A*-{- \/ £* , y/ A 3 -f- Y'ii 3 , etc. au moyen des 

un n 

puissances de (y/ A-\- y/ B~) et de y/ AB , il viendra, en 

n ^ n • 

mettant x au lieu de y/ A-j- y' B, et b au lieu de AB , 

n n 

V~Â +\/Bz=X 

n n n 

\/ A*+ \Z~B*=x % —2 y/6 

*» 

* * * .U '• 

{/ AP-\- \/ B 3 = 3 ? —Zx \/T> 

n n n » ^ 

\/A*+ \/£*=x*—4x* )/b -f- 2 y/ b* 

V y/îfex 5 — 5X 3 )/b+5x J/2 ? . 

• •» 

Une induction semblable à celle qu’on a indiquée dans 
le n° 44 , fera voir que 

\ZÂ n -f \/B m =x m — — x” - * y/ï-f ^x m ~ i y/ Z*" 



m(m — 4)(m — 5) 



x m ~* \/b 2 -f- etc. 



1.2.3 

Posant maintenant m~net A B — a t on aura , â. 

* n 

eause de y/ A n -f- y/#* = A -(- B , cette équation : 

SR 

*«-- T»— i/é +-”Ç-~~ 5) y/fr» n C ra ^ / 0(n -~5) ÆW? 6 j/ir 

i 7 t . a v i.a.3 

+ «-TVS + etc. = . . 

« 
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dont l’une de ses racines est 

n u 

x = \/ A % ~ f- V~B. 

En la comparant avec lçs équations générales des 3e , 
4' , 5' , etc. degrés , on reconnaîtra quelles sontles équa- 
tions d« ces divers degrés ayant une racine de la forme 

y/~Â 4 - V~b. 



i °. Quand n = 3, on a 

3 ’ 

a^-f-p^ + 9 — o, x 3 — 3 x\/T> — q = e>; 

3 

ü vient p = — 3 l/J, q == — a, 

d’où 

et comme on a fait 

A -j~ B = a , AB — b t 
A et B seront les racines de l’équation 
A*+q A — £fp' = o, 

ce qui rentre dans les solutions du troisième degré , 
données n®. 16 et 56. 

a°. Quand n =4> on a 

x* -f- p x* -f- q Xjj-t~ r — o , 

♦/- 4 — 

x* — 4 x * V b "H 2 V — a = o. 

La comparaison de ces deux formules donne 

i _ ^ » « ' 

p— — 4 V~b , <? =°> r = a \/b‘ — a 
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L’équation q = o est la condition qui restreint l’équa- 
tion proposée; et lorsqu’elle a lieu , on trouve 

b — ttc, p 4 -, a = ip' — r, 

A + ^ p* — o-, 

l’équation du quatrième degré qu’on résout par ces for- 
mules , est 

x*-f-px®-f-r=o. 

8°. Quand n= 5, on a 

x* -f p x 3 -j~ q x* -j-rx-f-sr=o, 

5 5 

x 5 — 5 x 3 b b x \/~b' A — a — 0 , 

d’où l’on déduit 

5 s 

p — — 5 \/b , q = o, r = 5 \/b* , s= — a. 

On retrouve dans ce degré la condition q=o, déjà 
exigée pour le précédent ; et les équations 

5 s 

p — — 5 [/b , r = 5 [/b* 

donnent déplus , par l’élimination de b , cette relation 
entre p et r : p a =5 r. 

Lorsqu’elle a lieu il en résulte 




■4* + s A — •gï P 5 — °» 

et l’équation résolue est -, 

x 5 -f- px?-\- j p % x -{- s=o. 

Je ne pousserai pas plus loin cet examen ; mais j» 
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ferai remarquer, x°. que les quantités A et B étant 
données par une équation de la forme 
A 1 — a A -f- b — o , 
la racine de l’équation proposée sera 

» * 

x=V ~ i a -+• \/~ a 1 — b + V ia — l/* A— b , 

résultat auquel on peut appliquer les réflexions du n® 19,' 
et qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
lieu dans les équations des degrés supérieurs au troisième 

n n 

a®. Que l’expression V' Â -\- \/ B donne en même 
temps toutes les racines de l’équation correspondante , 
lorsque l’on combine deux à deux les n valeurs 

n n 

dont est susceptible chacune des quantités ^ A et B , 

n * 

de manière que leur produit se réduise à \/ AB •, c’est-à- . 

n n 

dire que si l’on prend et [/ Â et fi \/ B, on ait et fi=i , 
Avec cette attention , on trouve (i 5 ) que les «valeurs 
de x sont 

* » 

x—a. l/ A+<t n -' 1 \/~B 

n n * . 

X=za?\/ A + et 1 *-» \/ B 
x-=.tt? \Z~Â -f- et "^ 3 \Z~B 



h n 

x = \/A+*[/B(*). 



( ? ) Lorsque les équations particulières que je considère ici 
tombent dans le cas irréductible , clics ont toutes leurs racine* réelle* 



Digitized by Google 




DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. 125 

62. Les réflexions précédentes doivent faire sentir la 
nature des difficultés que présente le problème de la 
résolution algébrique des équations ; et en les résumant, 
il est facile d’en concl ure qu’il est encore douteux que l’on 
puisse exprimer paf un nombre limité d’opérations algé- 
briques, c’est-à-dire, d’additions, de soustractions, de 
multiplications, de divisions, et d’extractions de racines, 
généralement indiquées, les racines d’une équation quel- 
conque , au moyen de ses coefficiens. Dès le troisième 
degré même , pour lequel on a trouvé des formules géné- 
rales , ces formules deviennent illusoires danB le cas irré- 
ductible ; et la même circonstance, qui doit à plus forte 
raison avoir lieu dans les degrés plus élevés , suffirait 
pour rendre inutiles les formules des racines relatives 
aux équations de ces degrés quand elles seraient connues. 
« Oh peut assurer d’avance , dit Lagrange , que quand 
û même on parviendrait à résoudre généralement le 
v cinquième degré et les suivans , on n’aurait par-là que 
« des formules algébriques , précieuses en elles-mêmes, 
» mais très-peu utiles pour la résolution effective et n#mé- 
11 rique des équations des mêmes degrés , et qui par 
n conséquent ne dispenseraient pas d’avoir recours aux 
jj méthodes arithmétiques n (*) . 

C’est d’après ces motifs d’un aussi grand poids, que 

i’ai cru ne devoir donner dans les Ê terriens d’Alsébré 
* n 

que la résolution numérique des équations, qui u est , à 



et se rapportant h la division d’un arc de cercle en n parties égales , 
ce qui fournit un moyen très-simple de les calculer , arec le secoure 
des tables trigonomètrjques. (Voyez mon Traité du, Calcul diffé- 
rentiel et du Calcul intégral , tom. I.) 

(*) De la Résolution des équations numériques de tdus les dçt 

grés (Avertissement, page, viij )t 



/, 
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j> proprement parler, une opération arithmétique fon- 
r> dée , à la vérité , sur les principes généraux de la 
» théorie des équations, mais dont les résultats ne sont 
r> que des nombres où l’on ne reconnaît plus les pre- 
t> rniers nombres qui ont servi d’elémens ( c'est-à-dire, 
r> les coefficiens de l’équation à résoudre ), et qui ne 
* conservent aucune trace des dilTerentes opérations 
r> particulières qui les ont produits. L’extraction des 
k racines quarrées et cubiques est l’operation la plus 
v simple de ce genre; c’est la résolution des équations 
w numériques du second et du troisième degré, dans 
» lesquelles tous les termes intermédiaires manquent. 

n L’algèbre plane, pour ainsi dire, également sur 
« l’arithmétique et sur la géométrie ; son objet n’est pas 
» de trouver les valeurs memes des quantités cherchées, 
71 mais le système d’opérations à faire sur les quantités 
« données pour en déduire les valeurs des quantités 
« qu’on cherche d'après les conditions du problème. Le 
» tableau de ces opérations, représentées par les carac- 
» tères algébriques, est ce qu’on nomme en algèbre une 
« formule. . . . n. 

On est donc encore ramenp , par les remarques 
d’un géomètre qui a profondément médité sur la philo- 
sophie des sciences mathématiques , à se demander s’il 
n’y aurait pas une impossibilité absolue de fairedependre 
d’un nombre limité d’opérations algébriques, la recher- 
che de la racine d’une équation quelconque, ou, ce qui 
revient au même, .d’exprimer cette racine par une for- 
mule algébrique. Il serait peut-etre téméraire , dan» 
l'état où se trouve actuellement l’Algèbre , de prononcer 
affirmativement sur cette impossibilité; mais ceux qui 
ont parcouru le vaste champ de l’analyse , savent qu il 
est d’autres quantités que l’on ne peut pas non plu» 
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• 

obtenir par un système limité d’opérations algébriques, 
et pensent sans doute qu’il doit existerwentre les gran- 
deurs des relations qu’il est impossible de développer 
autrement que d’une manière approximative et indivi- 
duelle , ou pour chaque valeur en particulier. Il est évi- 
dent que si les racines des équations algébriques sont 
de cette nature, il ne reste qu’à perfectionner les pro- 
cédés arithmétiques propres à leur recherche. 

Viète a sûrement été guidé par des considération* 
de ce genre, lorsque, dans son Traité denumerosa potes- 
tatum adfectarum resolutione , il a cherché à résoudre 
immédiatement les équatipns numériques -par une suite 
d’opérations purement arithmétiques et combinées entre 
elles, à-peu-près comme le sont celles qu’on emploie 
pour extraire les racines des nombres. Si sa méthode était 
uniforme pour tous les cas qui peuvent se présenter, en- 
sorte que , par une succession régulière des mêmes pro- 
cédés, elle conduisîtinfailliblementàlaracine cherchée, 
lorsque cette racine est assignable exactement en nom- 
bres , et dans tous les autres cas , à une valeur de plus en 
plus approchée , elle ne laisserait rien à desirer dans la 
résolution numérique des équations, que l’on pourrait 
alors regarder comme aussi complète que l’extraction 
des racines : mais il'n’en est pas ainsi, malgré les efforts 
que Harriot, Ougtred, Wallis, Pell et d’autres, ont 
faits pour perfectionner la méthode de Yiète , elle est 
toujours demeurée très-défectueuse ; et Lagrange , en 
dernier lieu , a montré a qu’elle ne peut réussir d’une 
» manière certaine pour les équations dont tous les 
n termes ont le même signe, à l’exception du dernier 
n tout connu ; car alors cè terme devant être égal à la 
« somme de tous les autres , on peut , par des tâton- 
r> nemens limités et réglés , trouver successivementtou» 
» le* chiffres de la valeur de l’inconnue jusqu’au degré 
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j> de précision qu’on aura fixé. Dans tous les autres 
■à cas , les tâtonnemeus deviendront plus ou moins in- 
fl certains, à cause des termes soustractifs n. 

Lagrange fait voir de plus que l’on peut toujours ra- 
mener une équation quelconque à cette forme , « pourvu 
a qu’on ait deux limites d’une racine , l’une en plus , 
» l’autre en moins , et qui soient telles , que toutes les 
r> autres racines , ainsi que les parties réelles des racines 
a imaginaires , s’il y en a , tombent hors de ces limites». 
Mais ces limites étant au moins aussi difficiles à trouver 
que les racines mêmes de l’équation , la méthode donnée 
dans les Êlémens , n* aa 1 , est préférable à cette recher- 
che , et en la combinant avec ce qui a été dit dans le 
n° 33 de ce Complément , on aura les moyens de con- 
naître les racines imaginaires aussi bien que les racines 
réelles, c’est-à-dire , tout ce qu’on peut desirer sur la 
résolution numérique des équations. 

63 . Il suit du n° 181 des Élémens , que , si pour une 
équation algébrique quelconque, il y a toujours une 
expression réelle ou imaginaire qui , soumise aux opéra- 
tions indiquées dans cette équation^, donne un résultat 
dont tous les termes se détruisent , la même équation 
sera nécessairepient le produit d’autant de facteurs sim- 
ples que son plus haut exposant renferme d’unités. La 
résolution des équations des quatre premiers degrés 
fait voir la vérité de cette proposition dans les équations 
même du cinquième , qui ont nécessairement une racine 
réelle ( Élém. ai 3 ). 

Il est visible qu’en général la question se réduità prou- 
ver que toute équation d’un degré pair a au moins une 
racine, soit réelle, soit imaginaire. La proposition du 
n° 27 montre qu’une pareille équation a au moins deux 
racines qui peuvent toujours être comprises dans une 
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Équation du second degré ayant ses coefficiens réels; 
mais on ne parvient à cette dernière équation qu’en * 
regardant la proposée connue le produit d’un nombre de 
facteurs simples égal à l’exposant de son degré; ensorte 
que la difficulté subsiste encore dans son entier. Il était 
nécessaire de l’écarter des Élémens , qui ne doivent cqn— ( 
tenir que les notions les plus évidentes; mais il convient 
de la montrejr toute entière à ceux qui ont déjà pénétré 
assez avant dans l’Analyse pour en saisir l’esprit. Si l’on 
n’a pas encore de démonstration complète à leur offrir 
de la proposition dont il s’agit , on peut du moins leur 
donner des raisons assez iortes pour qu’elle ne soit 
plus douteuse. ■ 

« L’esprit du calcul algébrique ( Lagrange , De la 
Résolution des équations numériques , page 1 1 6 ) n qui 
» est indépendant des valeurs particulières qu’on peut 
» donner aux quantités , fait qu’on peut regarder tout 
■11 polynôme ( x" 1 -f- etc. ) comme formé du produit d’au— 
n tant de facteurs simples x — a,x — b t x — c, etc. 

qu’il y a d’unités dans l’exposant m du degré de ce 
n polynôme, quelles que puissent être d’ailleurs les 
n quantités a, b, c, etc. 11 

Développons un peu cette remarque. 

La formule x = ■ — i p -j- V4 P* — q > qui repré- 
sente les racines de l’équation x k -\-px-j-q = o, ne 
cesse pas de le faire , quoique cette équation devienne 
absurde ; seulement elle se réduit alors à un symbole 
purement algébrique , qui ne correspond plus à aucune 
quantité existante , mais qui ,. étant soumis aux opéra- 
tions indiquées dans l’équation, n’en rend pas moins la 
somme de tous les termes égale à zéro. Par cet exemple , 
on dort comprendre que s’il existe pour un seul cas une 
expression de la racine d’une équation de degré pair, 
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cette expression doit encore subsister ponr tout autre. 
Or on a vu ( Elém . 214) , que toute erjuation de degré 
pair a au moins deux racines réelles, lorsque son dernier 
terme est négatif , mais la valeur de ces racines dépen- 
dant de celle des coeiliciens de l’équation proposée , 
doit nécessairement être composée d’une certaine ma- 
nière avec ces coeiliciens, ou en être une fonction. 
Quoiqu’on ne puisse pas assigner la forme de cette 
fonction , son existence n’est pas moins évidente ; la 
méthode des séries et ltfcalcul différentiel fournissent 
les moyens d’en avoir des déyeloppemens. Cela posé, il 
est visible qu’elle doit encore subsister' lorsqu’on y 
changera le sign» du dernier terme de l’équation pro- 
posée, et qu’alors elle deviendra la racine de l’équa- 
tion dont le dernier terme est positif ; elle pourra , par 
ce changement, cesser d’être réelle, mais non pas 
d’exister comme expression analytique; il sera donc 
toujours permis de la représenter par un symbole qui 
jouira des propriétés communes à toutes les racines des 
équations. 

Orf pourrait opposer à ce raisonnement les remarques 
des numéros 67 et -69 des Elcmens ; mais on y ré- 
pondrait en faisant observer que les exceptions indi- 
quées dans ces remarques ne peuvent se rencontrer dans 
les équations algébriques à une seule inconnue. En effet, 
ces équations ne peuvent être identiques sans qu’on le 
reconnaisse à leur simple inspection; et il est évident 
{Elém. 212) qu’aucune valeur infinie n’y saurait satis- 
faire , lorsque leurs coefficiens sont finis. 



De 
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De quelques transformations qui conduisent à la 

résolution des équations des quatre premiers degrés. 

64. Le nombre des moyens que les algébristes ont 
tentés pour résoudre les équations littérales, est trop 
grand pour entreprendre de les faire tous connaître ; il 
en est cependant encore deux que je vais exposer, 
parce qu’ils sont remarquables, soit par la source dont 
ils dérivent, soit par leur simplicité. Le prenher est la 
méthode de Tschirnaüs : en voici une idee succincte. 

La substitution de x -f-/z à la place de^r, dans un» 
équation en y, n’est propre qu’à Faire disparaître un seul 
terme, puisqu'elle n’introduit qu’une seule quantité in- 
déterminée a (*) ; mais si , au lieu de l’équation hypo- 
thétique y = x -f- a , on prend y s =x + a, + by , on, 
peut faire disparaître deux teanes de l'equation en x , 
en déterminant convenablement les quantités a' et b > 
sur lesquelles il n’y a rien de statué par l’énoncé de la, 
question. 

Dans ce cas , l’équation en x n’est pas aussi aisée à, 
former que lorsqu’on change seulement y en x -f- a ; 
mais cependant elle ëst encore du meme degré que la 
proposée , comme on peut s’en assurer par le procédé 
d’élimination dans le n° 9 . 

Si, par exemple , on désigne par <t, $ ety, les trois 



(*) Ceux qui n'ont pas encore l’habitude de l’analyse croiraient 
peut-être gagner quelque ciiose en supposant y = x + a-i~ b : mai» 
s'ils font le calcul, ils sc convaincront bientôt que la quantité a-l-ô se 
comporte comme si elle était monome , et qu’ils ne peu- eut point 
déterminer séparément a et b , ni par conséquent faire évanouir plu* 
d'un terme. * ’ 

I 



t 
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racines de l’équation^ 3 -f- P y* -f- Qy -f- R ~ o, d’a- 
près ce procédé, l’équation finale en x résultera du pro- 
duit des trois quantités 

a? — b a — (a -f- x) 

/S 1 — b0 — (a + x) 
y* — by — {a - f- x) 

qui nécessairement ne passera pas le troisième degré ; et 
après qu’on aura chassé les lettres et, 0 et y, comme il 
convient, on aura un résultat que l’on peut représenter 
par 

x 3 -f-Ax t -f-Px-}~ C= o , 

dans lequel A , B et C seront des quantités composées 
des coeiliciens P , Q et R de l’équation proposée et des 
deux indéterminées a et b. En choisissant parmi ces trois 
quantités, pour les égalera zéro, les deux qui affectent 
les termes qu’on veut faire disparaître, on se procurera 
des équations qui donnerônt les valeurs que doivent avoir 
<i et b dans cette circonstance ; et d’après ces valeurs , 
l’équation x 3 -f- A x a -(- B x -f- C — o sera réduite à 
deux termes. 

La supposition de x -f- a -}- b y est également 
propre à faire disparaître deux termes dans une équa- 
tion du quatrième degré. En éliminant y , entre cett® 
équation hypothétique et l’équation proposée 

ÿ + py+Qf + Ay + s^o, ■ 

» 

par le même procédé que dans le cas précédent, on 
parviendra à un résultat de la forme 

x* A x 3 - f- x a -f- Cx -f- D — o , 

qu’on pourra réduire à trois termes , en égalant à zéro 
deux quelconques des quantités A , B , C et D , qui , 
comme ci-dessus , seront données en f, Q, R, S , ci et b. 

Si on voulait changer l’cquation proposée en une autre 
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qui contînt trois termes de. moins , l'analogie fait voir 
qu’on devrait prendre alors l’équation hypothétique 

y 3 = x -f- a -f- by -f- cy% 9 

et qu’en éliminant^ entre cette dernière et la proposée , 
bn trouverait encore , en opérant comme ci-dessus , ua 
résultat de la forme 

x* ■+■ Ax 3 -f- B x 1 -f- Cx -f- D = o , 

mais dans lequel on pourrait égaler trois coefficient à 
zéro , puisqu’on y aurait introduit trois quantités indé- 
terminées , a, b et c. 

Il est facile de généraliser cette marche, et de recon- 
naître qu’en prenant l’équation subsidiaire 

y m = x -f- a -f- b y -f- cy 1 . . . . -f- qy m ~', 
on pourra changer l’équation générale. 

y n _j_ p y i-. + Çy-\ . ..+ZJy + T=o 
en une autre 

1 

x" -f A x nl " + B x na + I = 0( 

. " ’ • V 

dans laquelle on pourra faire disparaitre un nombre de 
termes égal km, au moyen des rn quantités indétermi- 
nées a, b , c , ... .q. 

65. Cette théorie semble promettre la résolution des 
équations d’us degré quelconque , et elle offre le moyen 
le plus simple et le plus haturel qu on puisse de.sirer pour 
résoudre les équations du deuxième , du troisième et du 
quatrième degré; mais malgré son succès dans ces 
degrés, elle est inférieure à toutes les autres méthodes 
connues, par la longueur des calculs qu’elle entraîne. 
r Je ne saurais entrer ici dans de grands détails 

3 



Digitized by Google 




<5a ■ COMPLÉMENT 

sur ce sujet; cependant, en faveur de ceux qui veu- 
lent connaître toutes les richesses de l’Analyse, je 
vais tracer une esquisse rapide du procédé indiqué par 
Tschirnaüs. 

En faisant disparaître , par la supposition de .... ; 
y—x-f-a , le second terme del’équation_y*-}-Py+^=o, 
on la réduit à la forme x*-\-B= o, laquelle se résout 
sur-le-champ par l’extraction delà racine quarrée, et 
donne x' = ±: V ^ E n effet, en substituant i-t a à 

la place de y dans l’équation proposée , elle devient 

ar'-f-a ax-\- a* 

• -f- P x + aP /• rs: o ; 

+ 9 . » 

et si on égale à zéro la quantité a a-}- P, coefficient de 
x, elle se réduit à 

x?-\- a? -\-aP-\-Q — o t 

ce qui donne 

B-a' + aP+Q-, 

«nais de à a -f- P = o , il résulte 

a=-jP, B = -îP‘ + Q, 

et par conséquent 

x-zty'i I» — 'Q, 

et y z=a x — — \P ~ V\ P 1 Q- 

66. Lorsque l’équation proposée est 

f+ p y a + Qy+ R =r°> 

en prenant y»=a; -f- a + b y , on la changera en une. 
autre de la forme 



t 
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x? Ax* B x - f- C= o , 

dans laquelle on pourra faire disparaître deux ternies ; 
et on voit bien que si on égale à zéro les coefïïciens A et B 
de ceux qui sont intermédiaires , l’équation , réduite à 
son premier et à son dernier terme , se résoudra par la 
seule extraction de la racine cubique. Si on effectue le 
produit indiqué pour ce cas dans len° 64 , et qu’on ex- 
prime par les coefliciens P , Q et R ,.de l’équation pro- 
posée, les fonctions symétriques de et, £ et y , que ce 
produit renferme , on trouvera sans peine la composi- 
tion des coefliciens A , B , C , de l’équation en A'; mais-, 
ces résultats, que le lecteur fera bien de chercher pour 
s’exercer au calcul, sont trop compliqués pour trouver 
place ici' : on en obtiendra de plus simples en sup- 
posant qu’on ait déjà fait disparaître le second terme de 
l’équation proposée. On n’aura plus qu’à éliminer y 
entre les deux équations 

y 3 + Qy + R = 0 » y=* + a+.éy, 

ce qu’on fera, ainsi qu’il suit, en posant pour abré- 
ger x -f- a = m (*). » 

• L’équation y*=m-f-èy étant multipliée par y , donne 

y 3 —my+by 1 ou y 1 =.my-{- bm + b 11 y , 

en mettant pour y 1 sa valeur. Substituant ensuite dans 
la proposée , il viendra 

ni y --f- bm b* y + Qy -f- R — o ; 

(*) On hisse toujours les deux quantités indéterminées a cl b, 
malgré la disparition du second ternie de la proposée . parce quo 
IVqnation en x n’cu a pas moins on second teinic qu'il faut encore 
Caire évanouir. 
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&4 



d’où 



y = — 



b m-{-R 



m + b* -j- Q ' 
et mettant cette valeur dans l’équation 
y=m -f- by , 
on obtiendra , après les réductions , 
m 3 - f-a Ç/n a -f Q* 



*+<?* ) m—R* ) 

+ Qb' \ —bQR \ = o. 
—3 bR j —b ' R ( 



Remplaçant les diverses puissances de m par celles de 
x-f-a, ordonnant le résultat par rapport aux puissances 
de x et de a, comparant avec 
il viendra ( 

A~3a -f-aQ 

B=3a 1 +4Qa +Çb»—3Rb -f -Q* 

C~ a 3 -fa ()a*+ ÇPa+Qfra—ZRba-RP—RQb—fr 

Si on fait A = o,etB=o , ce qui produit les équa- 
tions 

* # 3a + 2 Q = o (i) 

3 a 1 -f- 4 Q a “H b* Q — 3 jR b -f- Ç* o .... (n) 

l’équation 

x 3 + Ax* -f- Bx -f C — o 
sè réduit à - 

x 3 -f- C = o-, 

3 

. x= — V/ C. , 

La quantité C sera connue lorsqu’on aura déterminé a et 
b, ce qui est facile, puisque , d’après l’équation (î ), on a 

_ 3 Q 

a= 3 ; 
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valeur qui, mise dans l’équation (a), la change en 
Qb* — 3 Rb— lÇ 4 = o, 
équation du second degré , dont la solution donnera la 
valeur de b. Je ne m’arrêterai pas à développer l’ex- 
pression de C, ni à tirer les nombreuses conséquences 
qui résultent de cette théorie ; mais on suppléera faci- 
lement aux détails que j’omettrai. 

Lorsqu’on a déterminé a,b et x , il ne faut pas prendre 
indistinctement pour y l’une quelconque des racines de 
réquation_y a =x -f- a-\-by ; mais on doit, d’après ce 
qui a été dit n° 19a des Elémens , chercher le diviseur 
commun qui existe alors entre cette équation et la pro- 
posée, ou, ce qui revient au même, subsfltuéfles va- 
leurs de a , de ■é et de x dans l’expression 

- £ bm+R -, 

qui a servi à l’élimination de y. 

67. En pàssant au quatrième degré , le même procédé 
peut s’appliquer de deux manières différentes ; car si 
. on change l’équation 

en une autre oùlestermes affectés de la troisième et de 
la première puissance de l’inconnue aient disparu , cette 
dernière pourra se résoudre à la manière de celles du 
second degré ( Elém . iGo); on peut enfin , comme pour 
]es degrés précédens, transformer l’équation proposée 
de manière que la résultante puisse être réduite à son 
premier et à son dernier terme. 

Dans le prehiier cas , on n’a que deux termes à fairo 
disparaître; il suffit donc de combiner l’équation , 

y* + P? 4- ()/x/ij + S = o • 

4 
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avec réquation 



y* = x -f- a -f- by. 

En effectuant les calculs nécessaires pour obtenir l'é- 
quation 



x* -f- Ax s -f - B x 3 -}- Cx -f- -D ~ o , 



et posant ensuite 



on a 

9 



A — o , C= o, 

x^ + B^-\~D=zo, 






équation qui se résout à la manière de celles du deuxième 
degré, fe’éqaation A=o serait encore du premier degré 
par rapport aux indéterminées a et Z» ; jnais l’équation 
C — a monterait au troisième : ainsi la résolution de 
l’équation proposée se trouverait ramenée à celle d’une 
équation du troisième degré. Connaissant a, b et x , on 
trouverait^, comme dans le numéro précédent. 

„ Pour changer l’équation 

y + Py 3 -f- Qy' + Ry + S — o 

en une autre qui n’ait que deux termes, il faut ‘en faire 
évanouir trois, et par conséquent supposer 

y 3 = .r-f-‘ z + ty + C y*. 

J. e résultat de l’élimination de_y entre cette équation et 
la proposée étant toujours désigné par 

x * -f- Ax 3 -f-jBx a -J-Cx-f-D~o t 

on fera 

A = o, £x= o, Cxx o, 

C e qui donnera 

** + J> *=■ p ; 



i 
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niais les indéterminées a , b et c, se tr ouvant au premier 
degré dans A , au deuxième dans Ii , au troisième dans 
C, l’équation d’où dépend la valeur de l’une d’elles mon- 
tera au sixième degré, et sera donc en général plus 
difficile à résoudre que la proposée elle-même : cepen- 
dant Lagrange a prouvé qu’elle pourrait encore se ra- 
mener à une autre du troisième degré. 

Lorsque la proposée sera du cinquième degré, il fau- 
dra nécessairement la changer en une autre qui n’ait 
que deux termes, etpour cela en faire disparate quatte 
dans la transformée ; mais malheureusement la recherche 
des indéterminées conduira alors à une équation finale 
d’un degré beaucoup plus élevé que la proposée , e#la 
méthode de Tschirnaiis, de meme que toutes les autres 
méthodes connues , échoue au-dela du quatrième degré. 

68. Le second moyen par lequel je terminerai 
ce que j’ai à dire sur les équations , est celui qu’on 
attribue à Cardan , ou du moins qu’on employa d’a- 
bord pour retrouver l’expression qu’il avait donnée 
de la première racine de l’équation du troisième degré 
«ans second terme , moyen que Lagrange a étendu aux 
équations du quatrième degré. Il consiste à faire — 
a: = u -f- z dans l’équation 

a^ + pr + ^o, 

afin de pouvoir, en disposant convenablement de l’nno 
des indéterminées u et z, décomposer cette équation en 
deux autres plus faciles à résoudre. Le résultat Üe la 
substitution de la valeur hypothttiqu® de x est 

u 3 + 3^2 + 3^* -f- z 3 

. 4 * pu +p * 

parmi les diverses manières dont on peut le partager en 
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deux autre* équations , en égalant une de ses parties à 

zéro, on s’est bientôt aperçu que la suivante 

5 u* z -f-3u z* -f-pu -f- pz = o 
u 3 -f- z s -f- q = o 

était la seule qui pût simplifier la question. 

La première des équations ci-dessus revient à 
(3uz + p) (u + z) = o, 
et se rédttt par conséquent à 

3 uz -f- p = o, 

ppsqu’on ne saurait faire u-\- z — O sans supposer 
x = o , hypothèse qui ne s’accorde point avec f équation 
proposée. La résolution de cette dernière #st donc ra- 
menée à celle des équations 

3 uz + p = o , u 3 -J- a 3 -f- q — 'o : 

la promise de celles-ci donnant 

P TJ 3 

U z — — '= et u 3 z 3 ~ — — ; 

3 27 

en a 

u 3 -f- z 3 — — q u 3 z 3 = — —, 

2 7 

et il suit de la théorie de la composition des équations, 
que u 3 etz 3 seront les racines d’une équation du second 
degré , ayant q pour coeiliciént de son second terme , ut 

n 3 r j 

— pour'son dernier. Si l % -f- qt P 3 = o renré- 

27 - • 27 r 1 

sente cette équation, et que A et B soient les valeurs 

de t , on aura u — \/ A et z—\/ B. Les diverses ex- 
pressions de ces racines satisferaient dans un ordre quel- 
conque aux équations _ . 
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u 3 -f- z 3 = — q u 3 s 3 = — 
mais la dernière de ces équations est plus générale que 



nz = — ^ , d’où elle a été tirée : c’est donc dans celle- 



ci qu’il fâut substituer les valeurs de a pour obtenir 
relies de z, ou, ce qui revient au même, il faut com- 
biner chacune des expressions 

J 3 __ J __ 

V A, *V~Â> **yA , 

* 

avec les suivantes : 




i/É, *\ /b, > • 

de manière que le produit se réduise à y AB, ce qui ne 
fournit que ces trois résultats : 

\/Â+ \/B 

? 5 — e 

^ <* \/a + a % \/b 

3 _ 3 __ 

tAS/ Â+ a V / B 

• Il est facile de voir qu’en mettant pour «e et « 3 les 
valeurs donnéesdanslen 0 1 5g des E/çmms, etÿournfetÆ 
celles qui résultent de l’équation t 3 -f- q t — -',p 3 =.o , on 
retombera sur les expressions obtenues dans le n° iS. 

Je ferai remarquer à cette occasion que , lorsqu’on 
élève une équation à une puissance , ou qu’oa la multi- 
plie par un facteur où se trouve l’inconnue , on introduit 
«Ü nouvelles racines , étrangères à la question proposée. 

6g. On a résolu l’équation du troisième degré 

r :! -f-px 4* q — ° > en supposant x — a -f- z , on résout 
p^lle du quatrième degré x'+pr* 
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d’une manière analogue en faisant x z=.y -f- u -f- z; car 
en introduisant ainsi trois indéterminées, il y en a deux 
qui restent arbitraires, et dout on peut par conséquent 
disposer pour partager l’équation proposée en d’autres 
qui soient plus faciles à résoudre (*). 

De la supposition de x =y -f- u -f- z , il récite 
y -j-u -\-z )’= _y a -j-u*-f-z* -f-2 uy-f-ayz-f-auz 
^ — (j +“ +* )*=[( y 1 +u‘-|-z*)-|-a(uy-f-y z -f uz)]* 
=(y*4-u î -l-z i, )*4-4(y 1 +u î +z*)(ny+uz+zy)+4(uy-| : yz-f-H2)’ 

développant seulement le dernier terme , on aura 
4(.uy-^yz-{-wz') k z=^(uy-\-y*z % -\-u t z t )’j-fi(uy*z-\-u. i yz~^-uyz i ') 

• =4(»y+yV+uV) +8uyz(_y+u+z); 

ce qui donne 

a;<:: =0'*+“ J +2’)*+4C>' : “4-' /a +i , )( u y 4- -fzy) 

+ 4 (uy 4 -_y‘z* + «*&*) + 8uyz(y-f-u-j-z) ; 

substituant les valeursde x , x* et x* dans l’équation pro- 
posée, elle deviendra 

(y 1 +n a 4-z î ) 1 +4(y-fu»-f-z*)(uy-f-nz-fzy) 
+4(uY-f-y , z*-f-n a z*)-f8nj'z(n-fj'-f-z) 
4-/ , (y a + u, 4-2>*)+2p(w i y-fuz-|-zj)-fq(y-f-n-f-z) 

+ r 

A cause des trois indéterminées introduites, on peut par- 
tager cette équation en trois autres, et la combinaison 
qui réussit consiste à égaler à zéro les termes multipliés 
par u-f-y-j-z et ceux qui le sont par ny -f-uz-f-zj’, ce 
qui donne 

£uyz -f <7=0 (î)* n( v*4-u a -f-z*)-f-p = o (n). 

■■ ■ " *■" 11 1 1 *" — ■■■ " ■■ ---- ■■■—— ■■■-- «■' i ■ * ■*— 

(*) Ccci est tiré Jes séances des Écoles Normales , Leçons , tom. III, 
page 3«6,( première édition). 
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Par-là l’équation ci-dessus se trouve réduite à 

résultat qui, si l’on y met, au lieu de y* -f- u 1 -f- z*, s\. 
Valeur — 3 tirée de (2) , se change en 

-f 4 ( uy + u*z» -fjV) -f- r = o ; 

on a donc , pour déterminer u , y et z , les trois équations / 

a C> 1 +“ ! ‘+2> ! *)+P=o } ou, 

* f ce qui 

400 ^*+’ “***+ yV)-fr-~- = = os. revient 

l au 

8uyz-f-q=o , \ même , 

dont la première donne la somme de leurs quarrés , la 
seconde celle des produits de ces quarrés combinés deiAc 
à deux, et la dernière le produit de tous trpis. En se 
rappelant la composition des équations ( Elém . 180), on 
voit bientôt que si on regarde les quantités u a , y* et z* 
comme les trois valeurs d’une même inconnue t , cette 
inconnue dépendra de l’équation 




Désignant par l,m et n le3 trois racines de cette équa- 
tion , on aura 

' \ ♦ 

n* =s l , y* — m', z' — n, 

d’où 

u = i: y/~l, y~zL\/m, z — ±. \Zfi, 



-y+2— -- 






’uyz.^ 



3 l 

“64 
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et par conséquent 

x = ±: l/î ± \/rn ±1 [/ n. 



<Cette formule, dans laquelle on peut combiner comme . 
on voudra les signes, équivaut par-là aux suivantes : 



* = -f V m -f- t/n , 

X — Ÿ m V n y 

x = — \/l — \/ «, 

x = — V'i^V'm — yn > 



x= — \/l — \/ m — \/ n , 

•**— — l /7+t/m-f , 

xq= + \Zl— , 

x=~f — t/ ,l > 



et semblerait donner huit valeurs pour l’inconnue x , qui 
n’en peut avoir que quatre ; mais en remontant plus haut, 
on verra que les valeurs de u, y et z doivent satisfaire à 
l’équation 8 uyz. -f- q = o , dont on n’a employé que le 
quarré. Or, si q est positif dans l'équation proposée, on 
aura 8 xyz — — q ; il faudra donc combiner les signes 
des valeurs u—± \/ 1 , y= — V m . z—± \/ n , do 
manière que leur produit soit négatif, ce qui ne pourra 
se faire qu’en prenant négativement ou les trois radicaux, 
ou seulement un, et on n aura ainsi que les combinai- 
sons rapportées dans la .seconde colonne «ci-dessus ; 
mais lorsque q sera négatif dans l’équation proposée , il 
s’ensuivra 

8uyz = + q, 



et par conséquent il 9>idra arranger 1rs signes des ra- 
dicaux de maniùne que leur produit soit positif, ce qui 
exige que tous trois soient positifs, on qu’il y en ait 
toujours deux pris négativement : de là résulteront les 
combinaisons rapportée» dans la première colonne, qui 
seront les quatre racines de la proposée dans le cas de 
q négatif, tandis que celles de la seconde colonne expri- 
meront ce* racines dans le cas de q positif. 



v « 
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